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Mon projet concerne la théorie des représentations d’un réseau Γ deG = PSL2(R) et de ses va-
riations par déformation du réseau, autrement-dit des fonctions Aut(Γ)×Aut(G)-automorphes
sur l’espace Hom(Γ;G). C’est l’analogue en caractéristique d’Euler négative, à l’analyse des
fonctions Λ-périodiques pour un réseau Λ ⊂ R2, de leurs variations sur l’espace des réseaux
GL2(R) ⊂ Hom(Z2;R2), et de leur modularité sous l’action du groupe GL2(Z) × SO2(R). Je
souhaite proposer une approche topologique et combinatoire pour étudier la théorie des repré-
sentations du réseau Γ ⊂ PSL2(R) et de son groupe d’automorphismes Aut(Γ), en étudiant
l’interaction entre une algèbre de formes modulaires (ayant une incarnation arithmétique) et
une algèbre de caractères (ayant une description topologique).

La section 1 introduit ces thématiques dans le cas du groupe modulaire Γ = PSL2(Z) en
présentant quelques observations et conjectures. La section 2 esquisse dans le cas des surfaces
compactes sans-bord, certaines idées plus générales du projet qui ne sont apparentes qu’en
genre supérieur, proposant des liens précis entre l’arithmétique des représentations d’un réseau
Γ ⊂ G et la topologie des courbes dans la surface Γ\H. Enfin la section 3 fait le lien avec le
point de vue moderne de la théorie des représentations, de manière à reformuler certaines des
conjectures évoquées en termes de bases de formes automorphes.

Motivations historiques. La théorie des représentations des réseaux Γ ⊂ PSL2(R) a germé
au 19e siècle de l’arithmétique des formes quadratiques, avec la géométrie du plan hyperbo-
lique H comme expliqué dans [Kle79, Cox89]). Elle a donné naissance à l’analyse des formes
différentielles sur la surface de Riemann Γ\H, motivée par les équations différentielles (mo-
nodromie des fonctions hypergéométriques), et la théorie des nombres (périodes des fonctions
elliptiques), comme raconté dans [Gra00, dSG10]. Ces dernières sont liées par la combinatoire
des développements en série entière (formes modulaires) ou en fractions continuées (polynômes
orthogonaux), étudiées par exemple dans [Khr08].

Cette unité grandiose se reflète en particulier dans les ponts entre les diverses théories de
Galois (arithmétique, topologique, fonctionnelle, différentielle), détaillés dans [Gro97, DD79].
Au cours du 20e siècle, la description des fibrés vectoriels sur la variété Γ\PSL2(R), ou des
familles de fonctions Γ-automorphes sur PSL2(R), a lancé la théorie des représentations de Γ.

Ces domaines se rencontrent encore ([KZ01, Zag18], [Mir07, McM13]) dans l’investigation des
périodes et volumes associés au groupe Γ (généralisant les nombres d’intersection et nombres de
solutions d’équations), dont on cherche à comprendre les propriétés algébriques (structure de
groupe), arithmétiques (congruence, transcendance), ou dynamiques (croissance, distribution).

1. Classes de conjugaison du groupe modulaire :
intersection des géodésiques et séries de Poincaré

Géométrie hyperbolique. Le groupe PGL2(R) des automorphismes de la droite projective
réelle RP1, agit par transformation de Möbius :

γ = ( a b
c d ) ∈ PGL2(R) γ(z) = az+b

cz+d
dγ
dz

= det(γ)
(cz+d)2

transitivement sur les triplets de points distincts, en préservant le birapport de quatre points :

bir(α−, α+, β−, β+) =
(α+−α−)(β+−β−)
(α+−β−)(β+−α−)
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Le sous-groupe PSL2(R) d’indice deux préservant l’orientation de RP1 agit transitivement sur
les triplets de points cycliquement ordonnés. L’action de PGL2(R) s’étend à la droite projective
complexe CP1, et celle de PSL2(R) préserve le demi-plan H = {z ∈ C | ℑ(z) > 0}.

La structure complexe sur H est conforme à une unique métrique hyperbolique, dont la
distance hyperbolique λ entre w, z ∈ H est donnée par le birapport bir(z̄, z, w̄, w)−1 =

(
cosh λ

2

)2.
Ceci réalise PSL2(R) comme le groupe d’isométries directes du plan hyperbolique.

Tout γ ∈ PSL2(R)\{1} a deux points fixes γ−, γ+ ∈ CP1, et il est qualifié d’elliptique, para-
bolique ou hyperbolique selon qu’il en ait 0, 1, 2 distincts dans RP1. Un élément hyperbolique
γ agit par translation le long d’un axe (γ−, γ+) ⊂ H joignant ses points fixes répulsif et attrac-
tif γ−, γ+ ∈ RP1. Pour deux translations α, β ∈ PSL2(R), leurs axes (α−, α+), (β−, β+) ⊂ H
s’intersectent si et seulement si bir(α, β) := bir(α−, α+, β−, β+) > 1, auquel cas c’est avec un
angle θ ∈]− π, π[ orienté de α vers β donné par sign(θ) = sign sin(θ) et :

cos(θ) = sign(tr(α) tr(β)) tr(αβ)−tr(αβ−1)√
discαdiscβ

= 1
bir(α,β)

− 1
bir(α,β−1)

Notons que θ 7→ −θ par transposition de (α, β), et θ 7→ sign(θ)π − θ par inversion de α ou β.

Géodésiques modulaires. Le groupe modulaire PSL2(Z) agit proprement discontinuement
sur H avec pour quotient l’orbifold modulaire M, une surface hyperbolique de genre zéro ayant
une cuspide associée au point fixe ∞ ∈ QP1 ⊂ ∂H de R ainsi que deux singularités coniques
d’ordre 2 et 3 associées aux points fixes i, j ∈ H de S et T .

S = ( 0 −1
1 0 ) T = ( 1 −1

1 0 ) L = T−1S = ( 1 0
1 1 ) R = TS−1 = ( 1 1

0 1 )

Ainsi, π1(M) = PSL2(Z) est l’amalgame Z/2 ∗ Z/3 de ses sous-groupes engendrés par S et T .
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1/0
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i j

Les classes d’homotopie libre de lacets de M correspondent aux classes de conjugaison de
son groupe fondamental π1(M) = PSL2(Z). Les classes elliptiques [S] et [T ]±1 correspondent
aux lacets entourant ±1 fois les singularités coniques i et j, les classes paraboliques [R]n corres-
pondent aux lacets entourant n fois la cuspide, et les classes hyperboliques [α] correspondent
aux géodésiques fermées de M, appelées géodésiques modulaires.

Le fibré tangent unitaire de M = Γ\H est la variété U = Γ\PSL2(R). Il se trouve que U
est homéomorphe à une sphère privée d’un noeud de trèfle, parallèle au relevé d’un lacet de M
entourant la cuspide correspondant à la classe [R]. Voir [GL16] pour une introduction visuelle.

Les géodésiques de M se relèvent en les orbites périodiques du flot géodésique dans U, dont
les primitives sont appelées nœuds modulaires. On peut donc définir le nombre d’enlacement
entre un noeud modulaire et le trèfle noté Rad(α) := lk(α,R) étudié dans [Ati87, Ghy07], ainsi
que l’enlacement entre deux nœuds modulaires lk(α, β) étudié dans [Sim22, Sim25].

Associons à γ ∈ Γ hyperbolique primitif le polynôme quadratique qγ(z) = (z−γ+)(z−γ−)
(γ+−γ−)

.
Cela permet de définir une correspondance entre les éléments hyperboliques primitifs de

PSL2(Z) et les formes quadratiques binaires entières indéfinies primitives, équivariante sous
l’action de PSL2(Z) par conjugaison et changement de variables, et préservant le discriminant.
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Formes modulaires et périodes. Une fonction f : H → C est une forme Γ-modulaire de
poids 2k lorsqu’elle est holomorphe et satisfait f(γτ) (γ′(τ))k = f(τ) pour tout γ ∈ Γ, τ ∈ H,
autrement-dit lorsque f(z)dzk est une forme différentielle holomorphe de poids k sur Γ\H.

Ensemble, elles constituent une C-algèbre M(Γ) =
⊕

k M
2k(Γ) graduée par le poids k ∈ N,

dont la dimension des composantes homogènes M2k(Γ) croit comme kχ(M) = k/6 (voir [Ser70]
La série d’Eisenstein Ek : H → C de poids 2k ≥ 4 est obtenue en moyennant (dz/qR(z))

k

sous l’action de Γ modulo le stabilisateur ΓR = ⟨R⟩ de la forme qR(z) = z2 :

Ek(z) =
∑

γ∈⟨R⟩\Γ

(
γ′(z)

qR(γz)

)k

=
1

2

∑
gcd(a,b)=1

(
1

(az + b)2

)k

où qR(z) = z2

On peut montrer que l’algèbre M(Γ) est isomorphe à l’algèbre plynomiale C[E4, E6]
La période de φ ∈ M2k(Γ) le long d’une géodésique hyperbolique [γ] ⊂ M est obtenue en

intégrant la 1-forme φ(z)dzk ÷ (dz/qγ(z))
k−1 le long de [γ] :

rkγ(φ) =

∫
[γ]

φ(z)qγ(z)
k−1dz

Ces périodes contiennent, pour de bon choix de φ, des invariants arithmétiques subtils de γ.
Par exemple pour ∆ = (E3

4 −E2
6)/12

3 la fonction discriminant, la partie imaginaire de la pé-
riode r1γ(∆′/∆) retrouve le nombre de Rademacher Rad([γ]), ayant de multiples interprétations :
la somme alternée des coefficients dans la fraction continuée de γ+, le nombre d’enlacement dans
le fibré unitaire tangent de M entre le noeud modulaire correspondant au relevé de la géodésique
[γ] ⊂ M et un noeud de trèfle correspondant au relevé du lacet [R] ⊂ M (voir le rapport).

Produit hermitien et séries de Poincaré. Le C-espace vectoriel M2k(Γ) est muni d’un
produit hermitien, obtenu en intégrant le produit (φ(z)dzk) ∧ (ψ(z)dzk) avec la forme volume
de poids k sur un domaine fondamental de H sous l’action de Γ, comme le triangle ∞0j :

⟨φ | ψ⟩2k =
∫
Γ\H

φ(z)ψ(z)
(

dz∧dz
|z−z|2

)k

=

∫
Γ\H

φ(z)ψ(z)
(

dxdy
y2

)k

.

On l’appelle la forme de Weil–Peterssen.
Pour α ∈ Γ hyperbolique et k ∈ N≥2, on associe la série de Poincaré Θk

α : H → C obtenue en
moyennant (dz/qα(z))

k sous l’action de Γ modulo le stabilisateur Γα = ⟨α⟩ de la forme qα :

Θk
α(z) =

∑
γ∈⟨α⟩\Γ

(
γ′(z)

qα(γz)

)k

où qα(z) =
(z − α+)(z − α−)

(α+ − α−)
.

On peut montrer que c’est une forme Γ-modulaire de poids 2k, caractérisée par le fait que pour
tout φ ∈ M2k(Γ) on ait l’identité entre période et produit scalaire rkγ(φ) = ⟨Θk

α | φ⟩2k.
Cette relation a permis à S. Katok [Kat85] de montrer que les Θk

γ engendrent le sous-espace
S2k(Γ) ⊂ M2k(Γ) des formes modulaires cuspidales (qui s’annulent au voisinage de ∞). La
détermination de bases de Sk(Γ) formées de fonctions Θk

γ reste un problème ouvert, approché
dans diverses situations par [Kra85, GM86, KM87, Kat89]. Je compte exploiter la topologie des
courbes dans les surfaces pour construire de telles bases.

Les produits scalaires ⟨Θk
α | Θk

β⟩ contiennent les relations linéaires entre les Θk
γ, ainsi que

divers invariants arithmétiques et topologiques attachés aux paires de classes hyperboliques.
Nous verrons plus tard qu’ils encodent une bonne partie de la théorie des représentations de Γ.
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Question 1.1 (Hypothèse d’universalité). Peut-on trouver une « polarisation » de la forme
d’enlacement entre nœuds modulaires par rapport à la forme de Weil–Peterssen entre formes
modulaires, à savoir une suite de fonctions Fk : C → C indexées par k ∈ N telles que pour tout
α, β ∈ Γ hyperbolique :

lk(α, β) =
∞∑
k=0

Fk(⟨Θk
α | Θk

β⟩) ?

Cette question m’intéresse car elle permettrait d’exprimer les quasicaractères du groupe modu-
laire en termes de l’arithmétique du groupe modulaire, fournissant une vaste généralisation de
l’identité lk(R, γ) = Rad(γ) susmentionnée.

En effet, d’une part le Théorème 1.10 du rapport extrait de [Sim25] montre comment les
nombres d’enlacement permettent de construire une base de Schauder de l’espace vectoriel topo-
logique des quasicaractères du groupe modulaire. D’autre part, les produits scalaires ⟨Θk

α | Θk
β⟩

sont reliés par un changement de base de l’espace des formes modulaires aux coefficients de
structure pour la théorie des représentations de PSL2(Z), et par conséquent aux valeurs cen-
trales des séries L de formes automorphes de Maass–Hecke.

Les coefficients des Fk réalisant ce « changement de base » contiendraient également (par
analogie avec la théorie des polynômes orthogonaux) des interprétations combinatoires.

Un exemple d’application de la conjecture précédente consisterait à relier les propriétés sta-
tistiques des nombres d’enlacement lk(α, β) et des produits scalaires ⟨Θk

α | Θk
β⟩.

Certaines propriétés de distribution des périodes de formes modulaires sont étudiées dans
[Sha01], et de la fonction de Rademacher dans [Sar10, Moz13]. Les travaux [McM13, Uek21,
CS23a] démontrent des « lois de Chebotarev » pour la distribution des classes d’homologie
d’orbites périodiques de certains flots en dimension 3. Le cas des nœuds modulaires est évoqué
mais la conjecture suivante n’est pas abordée.
Conjecture 1.2 (Loi de Chebotarev). Dans [Sim25] on montre (voir rapport) l’importance des
quantités C(α, β) = lk(α, β) − lk(α−1, β) pour α, β ∈ PSL2(Z) hyperboliques : ils fournissent
une base de Schauder de l’espace vectoriel topologique des quasicaractères du groupe modulaire.

Rappelons que l’enlacement retrouve l’intersection selon 1
2
i(α, β) = lk(α, β) + lk(α−1, β), et

que i(α, α) vaut le double du nombre de points doubles. Mentionnons également que [CL12]
montre que les nombres d’auto-intersection renormalisés par la longueur combinatoire suivent
une distribution normale.

Fixons des classes hyperboliques α1, . . . , αn, et considérons une suite d’éléments β ∈ PSL2(Z)
tels que disc(β) → ∞. Je conjecture que le vecteur des

C(αi, β)√
i(αj, αj) i(β, β)

converge en distribution, avec pour marginales (non-indépendantes) des lois normales centrées,
dont la matrice des variances-covariances ne dépend que des nombres d’enlacement lk(αi, αj),
comme suggéré par les formules algorithmique et combinatoire [Sim25, Section 5 et Section 7].

On peut proposer des variations et raffinements de ces résultats, et j’ajouterai seulement
qu’on peut conjecturer des résultats d’équidistribution intéressants pour les valeurs p-adiques de
ces nombres d’enlacement.

Plusieurs approches de preuve sont possibles : certaines reposent sur l’analyse harmonique
et la formule des traces de Selberg (dans l’esprit de [LRS09]), d’autres sur des méthodes dyna-
miques en théorie ergodique des nombres [PP90, BAPP19].

Des résultats similaires (et plus généraux) ont été montrés pour l’enlacement entre orbites
de flots d’Anosov sur des sphères d’homologie [CS23b], mais ils ne s’appliquent pas au flot
géodésique sur le fibré tangent unitaire U de la surface modulaire car il échappe toujours à
l’une des hypothèses cruciales (comme la compacité).
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Nombres d’intersection symplectiques. Pour comprendre les relations entre des paires de
classes de conjugaison hyperboliques de PSL2(Z), on peut moyenner un invariant de PSL2(R)-
conjugaison sur leurs paires de représentants qui s’intersectent. Ces nombres d’intersection vont
nous permettre d’interpoler entre l’arithmétique et la topologie des géodésiques modulaires.

La base des polynômes de Legendre (Lk)k∈N est définie par son orthogonalité pour le produit
scalaire

∫ +1

−1
PQ et la normalisation

∫ +1

−1
L2
k =

2
2k+1

. En particulier L0(X) = 1, L1(X) = X. Ces
polynômes sont omniprésents en théorie des représentations, car ce sont les fonctions sphériques
du groupe PSL2(R) associé à son sous groupe compact maximal PSO2(R).

Pour deux géodésiques modulaires [α], [β] ⊂ M, définissons leur nombre d’intersection sym-
plectique de degré k ∈ N comme la somme sur leurs intersections p ∈ [α] ⋔ [β] du sign(θp) fois
l’évaluation en cos(θp) du ke polynôme de Legendre :

Wk(α, β) =
∑

p∈[α]⋔[β]

sign(θp)× Lk(cos(θp))

En particulier W0(α, β) = [α] · [β] est le nombre d’intersection algébrique, qui est nul puisque
la forme d’intersection sur H1(M;Z) = 0 est triviale (M est de genre zéro).

Notons que Lk a la même parité que k. Par conséquent les symétries de θ entraînent l’anti-
symétrie Wk(α, β) = −Wk(β, α) et la relation Wk(α, β) = −(−1)k Wk(α

−1, β).
Notons que si l’on omet le sign(θ), on retrouve les « cocycles d’enlacement arithmétique »

Cq(α, β) introduits dans [Sim25] (voir rapport), dont on montre qu’ils dégénèrent vers les co-
cycles d’enlacement topologique Cα(β) = lk(α, β)− lk(α−1, β).

La définition des Wk(α, β) et l’appellation « nombre de symplectiques de degré k », est
motivée par la formule de S. Katok [Kat85], les reliant aux parties imaginaires des produits
hermitiens de Weil-Peterssen des séries de Poincaré ⟨Θk+1

α | Θk+1
β ⟩, en formules, ∀k ∈ N∗ :

(W-Θ) Wk(α, β) = 2−2k

(
2k

k

)(
sign((trα)(trβ))√

disc(α) disc(β)

)k

· ℑ(⟨Θk+1
α | Θk+1

β ⟩).

Conjecture 1.3 (Annulations). Mes expérimentations avec PARI/GP suggèrent que

(∀α, β ∈ PSL2(Z), Wk(α, β) = 0) ⇐⇒ (k = 0 ou k | 6)
Le prochain paragraphe esquisse les raisons géométriques pour de telles annulations, reposant

sur la géométrie symplectique des variétés de représentations Hom(Γ; PSL2(R)) pour Γ un sous-
groupe normal de PSL2(Z). C’est également une source de motivations pour la section 2.

Je suis donc confiant dans la véracité de cette conjecture et la stratégie de preuve (ainsi que
leur généralisation aux groupes Fuchsiens qui deviendra évidente par la suite).

L’étude de ces nombres d’intersection fournira des indices supportant un lien conjectural entre
les coefficients de structure pour deux algèbres : l’une reposant sur l’arithmétique des formes Γ-
modulaires (ou la théorie des représentations du groupe PSL2(R) sur l’espace L2(Γ\PSL2(R))),
et l’autre reposant sur la topologie des courbes dans la surface Γ\H (encodant les déformations
dans l’espace des représentations Hom(Γ,PSL2(R))).

La suite Lk est également définie par sa série génératrice
∑

Lk(x)q
k = 1√

1+2xq+q2
, d’où

W(α, β)(q) =
∞∑
k=0

Wk(α, β)q
k =

∑
p∈[α]⋔[β]

sign(θp)√
1− 2 cos(θp)q + q2

L’expression des cos(θ) entraîne Wk(α, β) ∈ Q[
√

disc(α) disc(β)] (en particulier Wk(α, β) ∈ Q
si α± et β± engendrent la même extension quadratique de Q).
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Conjecture 1.4 (Modularité). Pour N ∈ N∗, le sous groupe de congruence Γ0(N) ⊂ PSL2(Z)
est défini par l’ensemble {( a b

c d ) ∈ PSL2(Z) | c = 0 mod N}.
Je conjecture que la série W (α, β)(q) en la variable q = exp(i2πτ) converge pour ℑ(τ) > 0,

et définit une forme modulaire de poids 2 pour le groupe Γ0(N) de niveau N = disc(α) disc(β).
(Nous savons par ailleurs qu’elle est cuspidale, au sens où W0(α, β) = 0.)

Cette conjecture repose sur l’étude des opérateurs de Hecke associés aux sous-groupes de
congruence du groupe modulaire, mais je n’en dirai pas plus à ce propos, et renvoie à [Ric22]
pour la construction de telles formes modulaires utilisant des nombres d’intersection analogues.

Je suis sceptique quand à la formulation exacte de cette conjecture, mais on peut la mettre
efficacement à l’épreuve à l’aide d’outils informatiques (comme PARI/GP et le LMFBD).

Explications. Un réseau Γ ⊂ PSL2(R) agit sur le plan hyperbolique H avec pour quotient une
orbiface hyperbolique F = Γ\H. Les classes d’homotopie libre de lacets de F correspondent
aux classes de conjugaison de son groupe fondamental Γ.

Dans l’espace des représentations fidèles, discrètes et de covolume fini ρ : Γ → PSL2(R)
modulo conjugaison par PSL2(R) au but, considérons la composante connexe XF de l’inclusion
ι : Γ ↪→ PSL2(R). Les quotients F [ρ] := ρ(Γ)\H sont des orbifaces hyperboliques orientées, tous
isotopes à F = F [ι].

Si γ ∈ Γ est d’ordre infini, alors ρ(γ) est parabolique ou hyperbolique, et la fonction de
longueur ℓγ : ρ 7→ ℓ(ρ(γ)) retourne respectivement 0 ou la longueur l’unique géodésique associée
dans F [ρ]. Ces fonctions déterminent [ρ] et fournissent des coordonnées sur X(Γ).

Par exemple, si F est un tore troué de groupe fondamental Γ = ZX ∗ ZY , alors XF est la
« partie non-bornée » de la cubique de Markov réelle {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = xyz}.

Pour deux géodésiques [α], [β] ⊂ F , les intersections p ∈ [α] ⋔ [β] persistent par déformation
de ι ; ρ tout en préservant leur signe signp(α, β), mais les angles θp[ρ] dépendent de ρ. On
peut ainsi définir leur nombres d’intersection

Wk(α, β)[ρ] =
∑

p∈α⋔β

sign(αp, βp) L(cos(θp[ρ]))

Les fonctions de longueur permettent de munir X(Γ) d’une structure de Poisson, qui est
non-dégénérée si Γ est cocompact ([Gol84]), et la somme W1(α, β)(ρ) coïncide avec la formule
de Wolpert [Wol81] pour le crochet de Poisson de fonctions de longueur {ℓα, ℓβ|} évalué au
point ρ. Plus généralement, la formule de la formule (W-Θ) et le travail [KM87] montre que les
nombres Wk(α, β)(ρ) ont des interprétations cohomologiques justifiant l’appellation de crochets
de Poisson de degrés supérieurs (et motivant leur étude).

Le groupe des automorphismes extérieurs Out(Γ) = Aut(Γ)/ Int(Γ) agit continûment sur
X(Γ), et le quotient F = Out(Γ)\X(Γ) est une orbifold dont les singularités sont stratifiées
selon les stabilisateurs de Out(Γ) agissant sur X(Γ). Par ailleurs, pour tout sous-groupe Γ′ ⊂ Γ,
la restriction des représentations induit une injection XF → XF ′ , et la représentation d’inclusion
se relève en un point fixe sous l’action du groupe de Galois Γ/Γ′ ↪→ Out(Γ′).

Si Γ = PSL2(Z) et Γ′ = PSL2(Z)′ est son sous groupe dérivé alors Γ/Γ′ = Z/2×Z/3 donc le
relevé de ι admet un stabilisateur d’ordre 6. Or Γ′ = ZX ∗ ZY pour X = LR et Y = RL donc
dimXF ′ = 2, et je pense que ces conditions entraînent l’annulation des Wk pour k | 6.
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2. Coefficients de structure des algèbres de courbes dans les surfaces :
variété des caractères et formes modulaires

Résumé. La plupart des notions définies et des conjectures énoncées dans le cas du groupe
modulaire peuvent se généraliser au cas d’un réseau Γ ⊂ PSL2(R), avec des variations selon la
topologie de l’orbifold quotient F ou le caractère arithmétique de Γ.

La géométrie et l’arithmétique de Γ sont intimement liées à l’analyse spectrale des opérateurs
de Laplace et de Hecke agissant sur l’algèbre des formes différentielles Ω∗(F ). A tout γ ∈ Γ,
on peut associer des formes modulaires Θk

γ(z) ∈ M2k(F ) ↪→ Ω∗(F ) qui ne dépendent que de
la classe de conjugaison de γ, et l’ensemble des Θk

γ(z) engendre M2k(F ). Les valeurs propres
des opérateurs de Laplace et de Hecke peuvent être reliées aux produits hermitiens ⟨Θk

α | Θk
β⟩.

Ces produits scalaires, qui contiennent toute la richesse arithmétique des formes Γ-modulaires,
s’expriment aussi en termes de la position géométrique relative des géodésiques [α], [β] ⊂ F .

Par ailleurs, on peut déformer le réseau en considérant les représentations ρ : Γ → PSL2(R)
proches de l’inclusion ι : Γ → PSL2(R). A tout γ ∈ Γ correspond une fonction trace tγ : ρ →
tr ρ(γ) qui ne dépend que de la classe de conjugaison de γ, et l’ensemble des tγ pour γ ∈ Γ
engendre linéairement l’algèbre des fonctions régulières sur Hom(Γ; PSL2(R)) invariantes par
PSL2(R) conjugaison. Ces fonctions satisfont des relations de trace qui peuvent être comprises
en termes de la topologie des courbes dans F , par des calculs algébriques ou diagrammatiques.

Je souhaite comprendre les variations de l’algèbre des formes modulaires M∗(ρ(Γ)) en termes
des variations de la représentation fidèle et discrète [ρ] ∈ XF ⊂ Hom(Γ; PSL2(R))//PSL2(R).
Les variations infiniment petites (espace tangent en TρXF ) et infiniment grandes (dégénéres-

cences au bord ∂XF ) des produits scalaires ⟨Θk
α | Θk

β⟩ ne dépendront plus que de la topologie
combinatoire des courbes dans F . L’objectif sera d’établir des liens arithmétiques et combina-
toires entre l’algèbre des formes modulaires M∗(Γ) et l’algèbre des fonctions traces C[XF ].

Algèbre des caractères. Pour simplifier la présentation, supposons que Γ ⊂ PSL2(R) n’ait
pas d’éléments elliptiques ou paraboliques (bien que ces éventualités m’intéressent autant), de
sorte que le quotient F = Γ\H soit une surface hyperbolique compacte déterminée à homéo-
morphisme près par son genre g.

Une courbe de F est une classe d’homotopie libre de lacets non-orientés, et une multicourbe
est un multi-ensemble de courbes. L’ensemble MC des multicourbes est muni d’une fonction
i(α, β) comptant le nombre de points doubles Card(α ⋔ β) minimal parmi les représentants
génériques de α ∪ β. Une multicourbe γ est simple lorsque i(γ, γ) = 0. Notons MS l’ensemble
des multicourbes simples sans composantes triviales.

Du côté de la théorie des déformations, la variété des caractères X est définie comme le
quotient algébrique de la variété des représentations Hom(Γ; SL2(C)) par l’action de SL2(C)-
conjugaison au but. C’est une variété algébrique affine dont l’anneau des fonctions C[X] est
engendré par les fonctions trace tγ : ρ 7→ tr ρ(γ) pour γ ∈ Γ. et l’idéal des relations entre les
fonctions tγ est engendré par t1 = 2 et tαtβ − tαβ − tαβ−1 pour tout α, β ∈ Γ. La fonction tγ ne
dépend que de la courbe correspondante γ ⊂ F .

Les relations de trace entraînent, comme expliqué dans la section 2 du rapport, que pour
toute multicourbe γ = {γ1, . . . , γn} ∈ MC, la fonction tγ = tγ1 . . . tγn peut être décomposée en
une combinaison linéaire indexée par l’ensemble des multicourbes simples :

tγ =
∑

κ cκ(γ)tκ

Il découle des travaux de [PS00] que cette décomposition est unique de sorte que MS indexe
une base linéaire de C[X]. En particulier on peut définir le support de f =

∑
cκtκ ∈ C[X]

décomposé dans cette base comme Supp(f) = {κ ∈ MS | cκ ̸= 0} ⊂ MS.
La base MS privilégiée du point de vue la topologique, est également préservée par le groupe

des automorphismes de l’anneau C[X], comme nous l’avons montré dans [MS21]. Il est donc
naturel de chercher à comprendre les coefficients de structure pour la multiplication et le crochet
de Poisson dans cette base des multicourbes simples.
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La variété X possède une structure symplectique [Gol84, Gol86], et la formule de Wolpert
[Wol81] exprime le crochet de Poisson des fonctions trace comme une somme des cosinus des
angles d’intersection :

sign(trα trβ)√
discα discβ

{tα, tβ} =
∑

p∈[α]⋔[β]

sign(θp) · cos(θp)

La variété des caractères X est compactifiée par un espace PML ayant diverses incarnations
(laminations mesurées, valuations simples, actions sur des arbres réels), et que l’on peut toujours
interpréter comme une complétion du projectifié PMS des multicourbes simples.

Renvoyons au rapport pour plus de détails.

Polytopes de Newton et coefficients de structure. L’ensemble MC est muni de la forme
d’intersection i : MC×MC → R+ qui est non-dégénérée, au sens où si α, β ∈ MC satisfait
i(α, γ) = i(α, γ) pour tout γ ∈ MC, alors α = β. La restriction i : MS×MS → R+ reste
non-dégénérée, et il en va de même pour sa complétion i : ML×ML → R+.
Définition 2.1 (Polytope de Newton). Pour un ensemble E ⊂ ML, on définit son dual, et son
enveloppe convexe selon :

E∗ = {λ ∈ ML | ∀µ ∈ E : i(λ, µ) ≤ 1} et Conv(E) = (E∗)∗

Pour f ∈ C[X], on définit son polytope de Newton dual et son polytope de Newton par :

∆∗(f) = Supp(f)∗ = E(f)∗ et ∆(f) = ∆∗(f)∗ = ConvE(f)

(Cette définition du polytope de Newton par « bi-dualité » permet de contourner la notion de
structure convexe, qui n’a pas (encore) été bien définie et étudiée sur ML.)

Pour deux polytopes quelconques de ML, on peut choisir des fonctions génériques f, g ∈ C[X]
dont ce sont les polytopes de Newton et définir leur somme, de leur produit, de leur crochet de
Poisson selon ∆(f + g) et ∆(fg) et ∆({f, g}). La compréhension de cette algèbre de polytopes
est un premier pas vers la compréhension des coefficients de structure de (C[X],+,×, {}).

C’est un analogue du calcul de Minkowski pour les polytopes dans l’espace des valuations
d’une algèbre polynomiale libre C[Cn].
Conjecture 2.2 (Unimodalité des cκ(γ)). Pour γ ∈ MC, nous avons montré dans [MS24] que
|cκ(γ)| = 1 vaut 1 pour κ ∈ E(tγ) un point extrémal de ∆(tγ). Je souhaite donner un sens
précis et montrer l’unimodalité (voire la log-concavité) des coefficients |cκ(tγ)| sur le polytope
∆(tγ) (j’imagine, par analogie avec la théorie des représentations des groupes symétriques, que
|cκ(tγ)| compte quelque-chose comme le nombre de chemins de κ vers le bord de P∆∗(tγ)).

Cette dernière question me paraît très importante, mais difficile même dans le cas où la
notion de convexité est déjà bien définie sur ML (pour F le tore à 1 trou, ou la sphère à 3
trous, dont le groupe fondamental est libre à 2 générateurs).

Conjecture 2.3 (Distribution et convergence des ∆(tα) et cκ(α)). Fixons une multicourbe β ∈
MC qui remplit la surface (ou plus généralement un courant géodésique remplissant, tel que le
courant de Liouville pour une métrique hyperbolique). Définissons la somme t∗β(r) =

1
Nr(β)

∑
α tα

pour α parcourant l’ensemble B(MC; β, r) = {α ∈ MC | i(α, β) < r} de cardinal Nr(β).
Lorsque r → ∞, je conjecture que le polytope de Newton projectivisé P∆(t∗β) converge dans

P∆(tα) vers P∆∗(tβ) pour la topologie de Gromov Hausdorff, ou pour la mesure de la diffé-
rence symétrique renormalisée par le maximum des mesures. La preuve devrait découler assez
simplement des résultats de [Mir16, RS19] (évoqués dans le dernier paragraphe du rapport).

De plus, je m’attends à ce que les coefficients |cκ(t∗β(r))| convergent vers une distribution de
probabilité reflétant la « géométrie combinatoire » de ce polytope. Une stratégie serait de montrer
de telles convergences modpn, via des « loi de Chebotarev » en considérant les classes dans
H1(F ;Z/pn) des κ ∈ Supp(t∗β). Cette question est à comparer avec les conjectures d’ergodicité
quantique.
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Algèbre des formes modulaires. Du côté de l’analyse harmonique, l’espace L2(Γ\PSL2(R))
contient une copie de l’algèbre graduée M(Γ) des formes différentielles holomorphes sur Γ\H,
dont les composantes homogènes Mk(Γ) sont orthogonales et de dimension finie. (C’est une
construction classique qui remonte à Borel [Bor97], rappelée en appendice, suivant [LRS09].)

On peut associer à chaque γ ∈ Γ des formes Θk
γ ∈ Mk(Γ) qui ne dépendent que de sa classe

de sa conjugaison, et ces pour tout k ces formes engendrent linéairement Mk(Γ). La fonction
Θk

γ est caractérisée par le fait que pour tout f ∈ Mk(Γ), le produit scalaire hermitien ⟨Θk
γ | f⟩

retrouve la période
∫
γ⃗
f(g)dg de f le long de l’orbite périodique γ⃗ ⊂ Γ\G.

Les parties imaginaires des produits scalaires entre fonctions Θk
γ ont été exprimées par S.

Katok [Kat85, KM87] en termes des angles d’intersection des géodésiques α, β ⊂ F :

ℑ(⟨Θk+1
α | Θk+1

β ⟩) = 22k
(
2k

k

)−1(√
disc(α) disc(β)

sign((trα)(trβ))

)k ∑
p∈[α]⋔[β]

sign(θp) · Lk(cos(θp))

L’ensemble des fonctions Θk
γ engendre Mk(Γ), mais la construction de bases de Mk(Γ) for-

mées de fonctions Θk
γ reste un problème ouvert, abordé dans [Kat85, KM87, Kat89].

Conjecture 2.4 (Base). Je propose la construction d’une base Hilbertienne pour la complétion
de l’espace préhilbertien M(Γ) dans L2(Γ\G).

Pour cela associons à γ ∈ Γ la fonction
∑

k ck(γ)Θγ,k où les coefficients ck(γ) ∈ C dépendent
simplement de disc(γ) = tr(γ)2 − 4. Je conjecture que la famille des Θµ =

∏
Θµj

indexée par
l’ensemble MS des multicourbes simples forme une base de M(Γ).

Je souhaite exploiter cette base pour relier les coefficients de structure de la multiplication
ΘµΘν =

∑
κ c(µ, ν;κ)Θκ à ceux du produit tensoriel des représentations de Γ, et des crochets

de Poisson entre ces fonctions thêta {Θµ,Θν} et les fonctions trace {tµ, tν}.
Les approches de [PK23] inspirées par la théorie conforme des champs, en particulier le calcul

des coefficients de corrélations, semblent pertinentes pour ces questions de constructions de bases
et de coefficients de structure.

Coefficients de structure. Je souhaite comprendre les variations de l’algèbre Mk(Γ) lorsque
l’on déforme du réseau Γ ⊂ PSL2(R) et le dégénère vers le bord de sa variété des caractères X.
Problème 2.5. L’un des objectifs sera d’établir des liens entre les coefficients de structure de
l’algèbre M(Γ) pour le produit tensoriel et le crochet de Poisson et les coefficients de structure
de l’algèbre C[X] pour la multiplication et le crochet de Poisson dans leurs bases privilégiées.

On voudra d’abord relier les coefficients de structure pour le produit tensoriel de formes auto-
morphes (donnés par des valeurs spéciales de fonction L), et les coefficients de structure pour le
produit des fonctions dans l’algèbre des caractères (qui peuvent être calculés combinatoirement,
et même diagrammatiquement en dessinant des courbes dans F ). On voudra ensuite relier les
produits scalaires hermitiens de certaines formes modulaires (ou des périodes de formes modu-
laires le long de géodésiques) aux crochets de crochets de Poisson entre les fonctions trace sur
la variété des caractères. On voudra enfin faire dégénérer ces identités vers le bord de la variété
des caractères pour retrouver des invariants topologiques tels que des nombres d’intersection
de géodésiques de F , ou des nombres d’enlacement de leurs relevés dans U .
Remarque 2.6 (Stratégie). La stratégie sera d’étudier des algèbres des fonctions sur le produit
G× Hom(Γ, G) invariantes par l’action de Γ⋊ Aut(Γ) selon (γ, φ) · (g, ρ) = (ρ(γ)g, φ(ρ)).

En effet, l’isomorphisme Shimura [KM87] établit un isomorphisme entre l’algèbre des formes
modulaires (dont les périodes nous intéressent) et la cohomologie du groupe Γ à valeurs dans
les puissances tensorielles (où les produits scalaires sont calculables).

Or cette dernière est reliée à la structure locale (espace tangent et crochets de Poisson) de
ses variétés de caractères (à valeurs dans PSLn(R) ou PSp2n(R)), dont l’algèbre des fonctions
est encodée par la topologie des multicourbes (via les fonctions traces).
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Cohomologie bornée. L’action de G = PSL2(R) par multiplication à gauche sur son com-
pact maximal K = PSO2(R), l’injecte dans le groupe Homeo+(K) des homéomorphismes du
cercle. Notons que le groupe Γ⋊ Aut(Γ) s’injecte également dans Homeo+(K). Or, E. Ghys a
montré dans [Ghy87] que les représentations d’un groupe quelconque Γ dans Homeo+(K) cor-
respondent, modulo semi-conjugaison, à ses cocycles bornés à valeurs dans {−1, 0, 1}, soit « les
points entiers de la sphère unité » de l’espace de Banach H2

b (Γ;R). Je pense que la compactifi-
cation X∪PML de la variété des caractères s’injecte continuement dans cet espace H2

b (Γ;R),
en interprétant le points de PML comme des actions de Γ sur des arbres réels.

Par ailleurs, pour un réseau Γ ⊂ G sans torsion, Brooks–Series ont construit dans [BS84] des
cocycles bornés, et [Gri95] a montré comment en extraire une base de Schauder. Dans le cas du
groupe modulaire Γ = PSL2(Z), on montre dans [Sim25] (voir section 1 du rapport) comment
les nombres d’enlacement donnent lieu à des quasicaractères Cα(β) = lk(α, β) − lk(α, β−1).
C’est ainsi que l’on obtient une nouvelle base de Shauder de l’espace H2

b (Γ;R) qui est indexée
par l’ensemble des classes de conjugaison modulo puissances : on comprend cela comme une
théorie de Fourier des quasicaractères.

On montre également que la « periode » Cα(β) est retrouvée comme la limite à l’unique
point du bord de la variété des caractères de PSL2(Z) (correspondant à son action sur l’arbre
de Farey) d’une somme analogue à celle de Wolpert :

C(α, β) = lk(α, β)− lk(α, β−1) = lim
ρ→+∞

∑
p∈[α]⋔[β]

cos(θρ(p))

Remarque 2.7. Ce cercle d’idées suggère que la cohomologie bornée est adaptée pour exprimer
les limites au bord de la variété des caractères des périodes des Θα, lorsque α est hyperbolique.
(Lorsque α est parabolique, l’analogue de la série Θα est une série d’Eisenstein, dont les périodes
sont données par le logarithme de la fonction eta de Dedekind, ou le cocycle de Rademacher
[Ati87], que Barge–Ghys ont identifié dans [BG92] avec la classe d’Euler en cohomologie bornée.)

3. Appendice sur les formes automorphes

Dans cet appendice on explique brièvement le point de vue moderne de la théorie des repré-
sentations sur les formes modulaires consistant à les relever en des fonctions sur le groupe. On
termine par un bref commentaire sur les utilités des différentes bases de formes automorphes.

Décomposition d’Iwasawa. Le groupe de Lie G = PSL2(R) a un sous-groupe compact
maximal K = {K(θ) | θ ∈ R}, un sous-groupe abélien maximal A = {A(y) | y ∈ R∗

+} et un
sous-groupe nilpotent maximal N = {N(x) | x ∈ R}, fournissant la décomposition G = NAK,
avec :

N(x) = ( 1 x
0 1 ) A(y) =

(
y+1/2 0

0 y−1/2

)
K(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
L’action de G par multiplication à gauche sur G préserve la métrique 1

y2
(dx2 + dy2) + 1

π
dθ2

(propageant la forme de Killing sur son algèbre de Lie g, égal à son espace tangent à l’identité),
dont la forme volume associée 1

πy2
(dx ∧ dy) · dθ définit la mesure de Haar bi-invariante sur G.

Après avoir quotienté par l’action de K par multiplication à droite, on trouve l’action à
gauche sur son espace symétrique G/K par isométries pour la métrique quotient, donnée pour
P,Q ∈ PSL2(R) par log∥PQ−1∥2 où ∥M∥2 = tr(tMM) est la norme d’opérateur.

Le groupe PSL2(R) agit également sur H = {z = x+ iy ∈ C | y = ℑ(z) > 0} selon

γ = ( a b
c d ) ∈ PSL2(R) γ(z) = az+b

cz+d
dγ
dz

= 1
(cz+d)2

ℑ(γz) = 1
|cz+d|

préservant la métrique hyperbolique 1
y2
(dx2+dy2). Cette action est transitive, et le stabilisateur

de i est K, qui agit librement sur son cercle des vecteurs tangents unitaires SiH. Ainsi G agit
transitivement sur le fibré tangent unitaire SH. Les orbites des points bases i ∈ H et (i, 1) ∈ SH
fournissent des isométries d’entrelacement G→ SH et G/K = NA→ H dont les inverses sont
(x+ iy, eiθ) 7→ N(x)A(y)K(θ) et x+ iy 7→ N(x)A(y).

10



Algèbre de Lie et opérateurs différentiels. Définissons l’algèbre de Lie g = sl2(R) du
groupe de Lie G = PSL2(R) comme celle de ses champs de vecteurs qui sont invariants à gauche.
Elle s’identifie avec son espace tangent à l’identité, à savoir les matrices de trace nulle, où l’action
de m ∈ g sur une fonction lisse f ∈ C ∞(G) est donnée par m · f(M) = d

dt
f(M exp(tm))|t=0.

L’algèbre de Lie enveloppante U(g) correspond aux opérateurs différentiels sur G. C’est une
algèbre associative contenant g et dont le centre Z(g) est l’algèbre polynomiale C[�] engendrée
par l’opérateur de Casimir � = y2(∂2x + ∂2y) + y∂x∂θ =

1
2

(
∂L∂R + ∂R∂L − 1

2
(∂θ)

2
)

où :

∂R = +2ie+2iθ
(
y∂z +

1
4
∂θ

)
∂z =

1
2
(∂x − i∂y)

∂L = −2ie−2iθ
(
y∂z +

1
4
∂θ

)
∂z =

1
2
(∂x + i∂y)

Fonctions automorphes. La C-algèbre des fonctions complexes C ∞(G) est munie d’une ac-
tion par Γ×G selon (γ, P )·φ(M) = φ(γ−1MP ) et par l’algèbre U(g) des opérateurs différentiels.
L’action de Γ×G commute avec le centre Z(g) = C[�], donc le sous-espace C ∞(Γ\G) des fonc-
tions Γ-invariantes admet des actions à gauche par C[�] et à droite par G, qui commutent.

Le fibré tangent unitaire U = Γ\G est une variété munie de l’action à droite de G préservant
la métrique quotient et sa forme volume. L’espace Hilbertien L2(Γ\G) pour le produit scalaire
⟨φ, ψ⟩ =

∫
U
φψ est muni de la représentation régulière à droite de G selon g0 · φ(g) = φ(g−1

0 g)
et du prolongement de l’opérateur de Casimir �.

L’opérateur de Casimir � est autoadjoint, et commute avec l’action à droite du groupe abélien
compact K, donc on peut simultanément les « diagonaliser » en base orthogonale. Une fonction
propre f ∈ C ∞(Γ\G) sous l’action de C[�]×K avec valeurs propres (λ, k) ∈ R× Z, satisfait :

�f(M) = λf(M) f(M ·K(θ)) = f(M) exp(i2kθ)

Dans ce cas, les fonctions ∂Lf et ∂Rf restent équivariantes sous l’action de C[�]×K avec pour
valeurs propres (λ, k − 1) et (λ, k + 1).

Une forme différentielle sur Γ\H de poids k notée f(z)dzk se relève en une fonction sur
Γ\G par la formule φ(M) = f(M(i))M ′(i)−k satisfaisant φ(MK(θ)) = φ(M) exp(−i2kθ). En
particulier pour k = 0, les fonctions propres du Laplacien sur H pour la valeur λ se relèvent en
les fonctions propres sur G sous l’action de C[�]×K pour la valeur propre (λ, 0).

Décomposition spectrale. L’hypothèse Γ cocompact entraîne que � a un spectre discret,
et l’on peut décomposer L2(Γ\G) en la somme des espaces propres pour l’action du groupe
compact abélien K selon les valeurs propres eik indexées par son groupe dual k ∈ Z

L2
0(Γ\G) =

+∞⊕
−∞

Wk

et sur lesquels l’opérateur de Casimir agit comme la multiplication par k(1− k).
En particulier les fonctions de W0 sont constantes sur les fibres de U → F et descendent en

des fonctions harmoniques sur F . Pour k ̸= 0, les espaces W k et W−k se correspondent par
conjugaison complexe F 7→ F , et nous avons une identification entre W k et l’espace M2k(Γ)
des formes modulaires (toutes cuspidales dans le cas compact), via le relevé susmentionné.
Remarque 3.1. Pour tout k ∈ Z, l’espace Wk se décompose en la somme Wk =

⊕∞
j=1W

k
j

de représentations irréductibles pour l’action de (�, K) et des opérateurs de Hecke. On peut
ensuite exprimer W k

j = VectC{. . . , ∂2Lϕk
j , ∂

1
Lϕ

k
j , ϕ

k
j , ∂

1
Rϕ

k
j , ∂

2
Rϕ

k
j , . . . } pour des fonctions spéciales

ϕk
j appelées fonctions propre de Maass-Hecke. (Voir [Bor97, Iwa02].)
Les fonctions ϕk

j satisfont des propriétés arithmétiques remarquables (les coefficients de leurs
développements de Fourier sont les valeurs propres des opérateurs de Hecke), et sont souvent
utilisées en conjonction avec la formule des traces pour montrer des résulats d’équidistribution
(voir [LRS09] par exemple).

Ainsi, il serait intéressant d’exprimer les séries Θk
γ en fonction des ϕk

j et de comparer les
bases formées par l’une et l’autre.
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