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Introduction

Voici un numéro hors-série du JME. Deux années plus tard, le journal sort enfin son nu-
méro spécial sur le séminaire qui s’est déroulé au chateau de Goutelas en 2019. Avant que le
prochain séminaire soit réalisé, nous proposons aux étudiant-e:s et chercheur-euses du dépar-
tement de lire le compte-rendu du précédent, rédigé sous la direction de Christopher-Lloyd,
ainsi qu'un article supplémentaire écrit par Jérémy Dousselin, le theme tournant autour de la
fonction zéta de Riemann et du calcul différentiel quantique.

Nous remercions vivement les auteur-ices de ces articles. Sans ces personnes, ce numéro
n’aurait pas pu voir le jour. Nous remercions vivement le département de mathématiques,
dont la contribution financiere vous permet d’avoir ce numéro sous format papier !

Si par malheur vous trouvez une erreur mathématique dans le numéro, veuillez absolu-
ment nous en avertir (voir la quatriéme de couverture pour savoir comment), nous engageons
toute responsabilité dans ces erreurs, et nous tacherons de prévenir des coquilles via notre
diffusion et en mettant a jour le site du journal !

Sur ce, nous vous souhaitons une agréable lecture !

La rédaction du JME
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Calcul différentiel quantique et fonc-
tion zéta de Riemann.
(Christopher-Lloyd Simon)

Résumé. — En Décembre 2019, les éleves du département de mathématiques de
I’ENS Lyon ont passé un week-end au Chateau du Goutelas en compagnie d’Alain
Connes. Ce document en rassemble les notes, celles de leurs propres exposés intro-
ductifs, et d’autres concernant certains développements d’Alain Connes.

L'objectif des exposés est d’expliquer un outil formidable, le calcul différentiel quan-
tique. Il permet de comprendre sous un nouveau jour deux espaces fondamen-
taux : I'espace-temps de la physique et 'ensemble des nombres premiers. Le pre-
mier exemple servira de modéle pour batir la théorie ainsi que de guide a l'intuition
tandis que le second est I'objet qui nous intéressera.

Figure 1.1 — Alain Connes

Remerciements. Les éléves ayant présenté des exposés pendant le week end, a savoir Vincent
Garot, Salim Alloun et Colin Fourel sur la théorie spectrale, Sonia Velasco sur 1’analyse de
Fourier, Victor Issa sur la fonction { et Paul Meunier sur le calcul différentiel quantique, en ont
rapporté des notes pour contribuer a ce compte rendu. Enfin, Hai-Chau Nguyen a également
rédigé un appendice relatant les mathématiques de la soirée musicale improvisée par Alain
Connes. Que toutes ces personnes en soient remerciées.
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Figure 1.2 — Photo de groupe, Chateau du Goutelas, Décembre 2019
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1.1 Panorama

1.1.1 Quelles variables pour notre univers physique

Question directrice. L’univers est il continu ou discret? Voila une formidable question, qui
suppose au préalable que I'on s’entende sur le sens donné au mot « univers » avant de le
soumettre a des notions mathématiques aussi précises que la continuité.

Apercu historique. Une fagon d’interpréter I'univers, qui nous vient de 'antiquité grecque,
consiste a 1'identifier avec 1’espace, et la matiére qui 'occupe : on peut donc se demander s’il
existe des particules insécables, ou au contraire dont la taille tend vers zéro (pourvu que 'on
s’entende sur la définition de particules ou de leur taille). C’est ainsi que Démocrite proposa il
y a 2500 ans l’existence de telles entités qu’il baptisa « atomes », et que Lucrece fit un peu plus
tard I'exégese du modéle atomique (entre autres) dans son célebre poeme De rerum natura.

On retrouve a la méme époque des réflexions analogues pour la dimension temporelle,
par exemple quand Zénon formula son fameux paradoxe de la tortue poursuivie par Achille.
Cet exemple a souvent servi d’expérience de pensée pour illustrer diverses théories physiques
ou mathématiques, allant du calcul infinitésimal au principe d’incertitude de Heisenberg. Le
philosphe Henry Bergson prétend le résoudre dans Matiere et Mémoire [1] en postulant que
méme si les distances peuvent étre divisées a 1'infini, le temps lui ne peut pas 1'étre.

Approches modernes. Au XX¢ siécle les notions d’espace et de temps sont réunies dans la
théorie de la relativité générale : I'espace-temps forme une variété Lorentzienne de dimen-
sion 3+1, sur laquelle évoluent des champs, a commencer par le tenseur d’énergie-impulsion
qui vit dans le cotangent et dont 1’évolution est dictée par 1'équation au dérivées partielles
d’Einstein. On peut de méme reformuler dans ce contexte classique les équations de Maxwell
pour le champ électromagnétique. Toujours d’actualité, cette théorie fournit en particulier la
meilleure description que I’on ait du mouvement des corps célestes dans le champ gravitation-
nel, du moins a grande échelle, y compris lorsque les vitesses avoisinent celle de la lumiére. La
relativité générale, s’Tappuyant sur la géométrie Riemannienne des variétés, présuppose donc
le caractére continu de 1'espace-temps, mais la question n’est pas résolue pour autant. ..

En effet, les forces nucléaires qui régissent la structure fine de la matiere a 1’échelle sous-
atomique, c’est-a-dire les deux interactions fondamentales qui s’ajoutent a 1’électromagné-
tisme et la gravitation, sont dictées par les lois de la physique quantique du modele standard :
les équations d’évolution prennent alors des formulations Hamiltoniennes, c’est ce que 1'on
appelle la théorie quantique des champs. Méme l'électromagnétisme (tres intense a ’échelle
atomique) rentre dans ce cadre de maniere cohérente quand on exprime les équations de Max-
well en mécanique Lagrangienne; c’est d’ailleurs cette reformulation qui historiquement ins-
pira le développement de la théorie quantique des champs. Ses prédictions en font la théorie
la plus convaincante sur le plan expérimental. Or en mécanique quantique, nous manipulons
des variables tant6t continues tant6t discrétes, comme en témoigne la dualité onde-particule.

Nous n’avons a 1'heure actuelle aucun modele satisfaisant qui associe ces deux théories,
c’est-a-dire une explication quantique de la gravitation. La recherche d’une telle unification
suggere de trouver un contexte dans lequel cohabitent les notions de variables discretes et
continues.

La notion de variable. Pour analyser mathématiquement un systéme physique nous utili-
sons des variables, que ce soit pour mesurer des longueurs, peser les masses, dénombrer les
molécules dans un réseau cristallin, ou quantifier les états d’énergie d’un atome d’hydrogene.
De toute évidence nous avons besoin de pouvoir considérer différentes échelles, et dans le
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cas présent, ol c’est la structure locale de 'univers qui nous intéresse, des échelles de plus
en plus petites (les questions concernant sa finitude ou plus exactement son caractere borné
conduiraient également a des échelles de plus en plus grandes). Les variables adaptées pour
la description de l'infiniment petit, ou plutdt de I’arbitrairement petit, sont les variables infi-
nitésimales. Ces idées remontent a I'époque ot Newton inventait son calcul infinitésimal.

In a certain problem, a variable is the quantity that takes an infinite number of
values which are quite determined by this problem and are arranged in a definite
order. A variable is called infinitesimal if among its particular values one can be
found such that this value itself and all following it are smaller in absolute value
than an arbitrary given number.

Ceci étant dit, la définition précise que nous donnerons au mot « variable » dépendra de
l'usage que nous souhaitons en faire, et donc de l'interprétation des données du probleme.

Du classique au quantique. Classiquement, une variable est la donnée d’une application
d’un ensemble X vers R et pour que la variable prenne en ensemble continu de valeurs, il faut
que X soit indénombrable; mais alors toute variable discrete définie sur un tel espace devra
prendre certaines valeurs avec des multiplicitées infinies. La grande idée pour faire coexister
variables discretes et continues émergea d'une découverte d’'Heisenberg alors qu’il étudiait
la formule du produit de Ritz-Rydberg pour calculer le spectre des fréquences d'une succes-
sion de filtres. Il comprit que dans un systéme microscopique, les quantités observables ne
commutent pas : ces variables se comportent comme des opérateurs linéaires. Peu apres, il
démontra son fameux principe d’incertitude qui relie ce défaut de commutativité a la quanti-
fication des états d’énergie d’un systéme microscopique, c’est pourquoi on parle de physique
quantique.

Le formalisme quantique s’est ensuite rapidement développé sous l'impulsion de nom-
breux physiciens et mathématiciens comme en témoignent les célebres photos des congres
Solvay. A cette époque John Von Neumann, une autre figure ayant marqué les travaux d’Alain
Connes, contribua grandement au progres dans cette direction en systématisant 1'interpré-
tation des variables comme des éléments d'une algebre d’opérateurs linéaires agissant sur
un certain espace mathématique que 1’on peut penser comme notre univers; en physique on
parle d’observables sur 1’espace des états quantiques. Les résultats d”Alain Connes suggerent
que cet univers quantique, avec son algebre d’opérateurs (les variables et les relations subtiles
qu’elles entretiennent dues a la non commutativité), précéde les notions d’espace et de temps.

L'analyse infinitésimale par la géométrie non commutative. Alain Connes avait commencé
a étudier I'analyse non standard pendant son master sous la direction de Gustave Choquet,
mais il se souvient du sentiment d’insatisfaction qui le dissuada de persister dans cette voie :
I'impossibilité de nommer un ensemble non mesurable empéche toute construction explicite
d’un nombre non standard. Il poursuivit en theése avec Jacques Dixmier pour développer la
géométrie non commutative, domaine qu’il explorera tout au long de sa vie en l'appliquant
a divers autres champs des mathématiques et de la physique. C’est également ce nouveau
paradigme qui lui permettra de renverser la vapeur en revenant sur 'analyse infinitésimale
avec un point de vue bien plus riche. ..

1.1.2 Un dictionnaire du classique au quantique

Les éléments de théorie spectrale et d’analyse de Fourier utiles pour comprendre 1’analogie
que nous sommes sur le point de présenter sont expliqués plus en détail dans les sections qui
suivent. Nous encourageons les va-et-vient entre ces parties pour une lecture non linéaire.
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L'univers. Commengons par une remarque primordiale : tous les espaces de Hilbert com-
plexes, séparables et de dimension infinie sont isomorphes; par exemple l'identité de Parseval
montre que L?(T?) et £2(Z) sont isométriques d’apres la représentation d’une fonction par sa
série de Fourier. Nous pouvons donc parler du seul et unique espace de Hilbert H de 1'uni-
vers Platonique, celui qui modélise notre univers Physique ([2, Chapitre 1]), et choisir de le
réaliser comme bon nous semble selon les convenances; cette polysémie sera fondamentale
par la suite. Nous verrons qu’elle autorise entre autres la coexistence de variables a valeurs
discretes et continues.

Elle permettra également de nous placer tant6t sur 'espace L*(RR, dx) des fonctions de
carré intégrable sur le groupe (R, +), pour en étudier, via la transformée de Fourier usuelle,
les propriétés de convolution additive (comme pour les séries entiéres); et tantot sur 1’espace
L*(R*, dx/x) des fonctions de carré intégrable sur le groupe multiplicatif (R, x), pour en
étudier, via la transformée de Fourier adaptée, les propriétés de convolution multiplicative
(comme pour les séries de Dirichlet) ; I’exploration d"une correspondance bien choisie entre ces
espaces débouchera sur la synthese des deux analyses. Cette remarque d’apparence anodine
est cruciale : c’est bien les liens entres les structures additives et multiplicatives qui font toute
la richesse de I'arithmétique.

Nous avons donc défini notre univers H, espace de Hilbert complexe muni de son produit
scalaire hermitien, le cadre complexe étant plus naturel du point de vue de I'analyse spectrale
et pratique, si ce n’est fondamentale, pour les usages de la physique.

Les variables. Dressons désormais le dictionnaire (résumé en fin du préambule) entre les
variables classiques et leurs analogues quantiques. Une variable complexe correspond a un
opérateur T € £ (H) sur notre univers, et une variable réelle a un opérateur auto-adjoint. Le
rapport entre variable complexe et variable réelle redonne la décomposition polaire : tout
opérateur linéaire T se décompose comme le produit d'un opérateur unitaire U (ou d'une
isométrie partielle sur I'image de T) préservant le produit hermitien, et d"un opérateur auto-
adjoint |T| invariant par la conjugaison hermitienne T — T*. Le théoréme spectral stipule
qu’'un opérateur auto-adjoint A possede un spectre X contenu dans R et que A se représente
comme 'opération de multiplication par la fonction identique sur L?(X). Nous retrouvons la
notion classique de variable réelle en remplagant I'opérateur auto-adjoint A par un élément
de son spectre, expliquons-en l'interprétation physique.

Un état quantique (pur) est décrit par sa fonction d’onde ¥ : c’est un élément de I'espace
des états H. Si 'on choisit de la représenter dans L?(X), c’est une superposition d’ondes
monochromatiques dont les fréquences sont données par le spectre de A. Mathématiquement,
une onde monochromatique de fréquence x € X correspond a la distribution de Dirac d, qui,
n’étant pas L2, simule un état fictif. Effectuer la mesure correspondant a 'observable A, sur
I'état quantique représenté par la fonction d’onde ¢, revient a spécialiser A en un élément
de son spectre selon la densité de probabilité donnée par le module de i au carré; on parle
de réduction du paquet d’ondes . L'état classique x obtenu a l'issue de la mesure de 1’état
quantique ¢ n’est donc pas déterminé par avance : I’'observation est soumise a I’aléa quantique
contenu dans la superposition i des ondes pures (notons que 1’état classique observé est
toujours un état dit fictif).

Variables infinitésimales. Une variable infinitésimale correspond a un opérateur K qui pa-
rait arbitrairement petit en imposant (ou en connaissant) suffisamment de conditions linéaires
sur 1’'espace H, donc tel que les restrictions aux sous-espaces de codimension finie tendent
vers zéro pour la norme d’opérateur. Cela revient a dire que la distance p,(K) au sous-espace
Ky C L (H) des opérateurs de rang n tend vers zéro. De tels opérateurs T sont dits compacts
car ils sont caractérisés par le fait d’envoyer la boule unité sur un espace relativement com-



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

pact de H. Nous avons donc associé aux infinitésimaux les opérateurs compacts, dont I’ensemble
2 (H) constitue I'adhérence des opérateurs presque nuls, c’est-a-dire nuls sur un sous-espace
de codimension finie (I'union des %,). La stabilité de ¢ () par somme interne et produit
avec un opérateur linéaire quelconque montre que c’est un idéal bilatere de 'algebre £ (H),
tout comme on s’y attend pour les infinitésimaux vis a vis de ’ensemble des variables.

Puisqu’un opérateur auto-adjoint compact K est diagonalisable dans une base unitaire avec
pour valeurs propres les u,(K), on comprend (d’apres la spécialisation classique consistant a
remplacer K par l'une de ses valeurs propres p,) en quoi de tels opérateurs généralisent la
notion classique d’infinitésimal entendu comme suite arbitrairement petite de nombres réels.
Un opérateur compact K est d’autant plus petit que les y,(K) tendent rapidement vers 0, il
est dit d’ordre au plus a si p, = O(n"). Les inégalités de Weyl montrent que 1'ordre d'un
infinitésimal se comporte comme une valuation sur l'idéal .# (H).

En résumé, la notion d’opérateur compact généralise celle d'infinitésimal, que 1’on retrouve
par spécialisation en un point du spectre; elle en partage toutes les propriétés naives (idéal
bilatére) hormis la commutativité, mais c’est justement la qu’apparait toute la richesse : plu-
sieurs opérateurs compacts du méme ordre voire de méme spectre peuvent étre différents et
entretenir des relations algébriques subtiles.

Vers le calcul différentiel quantique. En fait, c’est également de la non commutativité des
variables quantiques qu’émerge la notion de temps. Il semble naturel d’avancer sur le plan
philosophique que 1’écoulement du temps résulte de I'ordre dans lequel s’enchaine une suc-
cession d’évenements. De maniére surprenante cet adage possede également un sens physique
profond comme nous allons le voir dans un instant, et c’est dans sa these qu’Alain Connes
en fournit une explication mathématique : une algebre d’opérateurs non commutative pos-
sede, modulo les automorphismes intérieurs (les transformations de jauge), un groupe a un
parametre de transformations privilégiée : R — Out(«) = Aut(«/)/ Inn(«7).

En général un systeme quantique n’est pas représenté par un état pur ¢ mais par une den-
sité de probabilité sur 'espace des états, on parle d’états mixtes. En physique il est important
de considérer de tels objets car, tout comme pour l'issue d"une observation, 1’évolution d'un
état quantique n’est pas déterministe : elle s’étale dans le temps comme une mesure de densité
sur H. Sans rentrer dans les détails (car ils ne sont pas nécessaires a la compréhension des
mathématiques qui vont suivre), écrivons 'équation de Von Neumann dictant 1’évolution de
la matrice de transition p € .Z () d’un état mixte en termes de 1'opérateur d’énergie totale H
du systéme :

5P _
zhg = [H, p].

Tout en révélant le lien entre I’écoulement du temps et la non commutativité, cette formulation
équivalente a I’équation Shrodinger a le mérite d’identifier la notion classique de différentia-
tion temporelle avec celle de différentiation quantique, consistant a prendre le commutateur
avec un certain opérateur.
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Tableau récapitulatif.

Classique Quantique
Espace X Espace de Hilbert H
Variable complexe f : X — C Opérateur T € Z(H)
Variable réelle f : X — R Opérateur auto-adjoint T' = T*
Variable positive f > 0 Opérateur positif T > 0
f(X)cc Spec(T) C C
Mesure p sur X ceH
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1.2 Théorie spectrale (Vincent, Salim et Colin)

1.2.1 Opérateurs compacts

Nous considérons un espace de Hilbert complexe H séparable (I’espace des états), dont
les éléments souvent notés e, f, g sont pensés comme a des fonctions, muni de la norme |f|
associée au produit hermitien (f | ¢). Nous désignons par . (H) l'espace des opérateurs : en-
domorphismes linéaires continus de #H, donc Lipschitz, soit bornés pour la norme d’opérateur
| T|| = sup(|Tf|/|f|). Nous allons nous intéresser a une classe d’opérateurs qui généralisent
ceux de rang fini et pour lesquels nous avons des résultats de réduction comme le théoréeme
spectral.

Définition (Opérateurs compacts). Un opérateur borné T € £ (H) est dit compact, si T(B(0,1))
est relativement compacte (pour la topologie normée); ou de maniere équivalente, si pour toute suite
bornée (fn) € HY, il existe une sous-suite de (T f,) qui converge. Ils forment un espace vectoriel noté

H(H).

Exemple. Un premier exemple d’opérateurs compacts consiste en les opérateurs de rang fini. En effet
si T est un opérateur de rang fini alors T(B(0,1)) C B(0, || T||) N T(H) qui est borné dans un espace
de dimension finie, donc relativement compact.

Ainsi en dimension finie, tous les opérateurs sont compacts. On se place désormais dans
le cas ou la dimension de H est infinie, et alors # (H) # Z(H) puisque l'identité n’est
pas compacte. En effet, une suite d’éléments (e,) qui forment une « base Hilbertienne » de
‘H (orthonormale qui engendre un sous-espace dense) est bornée, mais n’admet pas de va-
leur d’adhérence puisque |e; — ¢;| = V2 pour tout i,j distincts. Nous désignerons par %,
I’ensemble des opérateurs de rang inférieur a n.

Proposition. Tout opérateur compact est limite d’une suite d’opérateurs de rang finis, et l'espace
H (H) des opérateurs compacts est fermé; ainsi # (H) = U%),.

Cette proposition justifie que I’on considere les opérateurs compacts comme une générali-
sation des opérateurs de rang fini. De plus des propriétés vraies pour les opérateurs de rang
fini ont de forte chance d’étre vraies pour les opérateurs compacts.

Démonstration. 1/ Adhérence de % . Considérons Ty € # (H) qui converge vers T € Z(H)
et montrons que T € # (H). Soit (f,) € HN une suite bornée par un certain réel M, dont
on cherche a extraire une sous-suite (g,) qui fait converger (Tg,). On procede par extraction
diagonale, en initialisant g,! = f,, et en construisant par récurrence sur i > 0 une suite (g’,)
extraite de (¢'~!) qui fait converger (Tig',), pour tout k < i, ce qui est possible par compacité
des Ty. On pose g, = g1 La suite g est bien extraite de f, et il reste a voir que (Tg,), converge.
On remarque que pour tout k la suite (T;g, ), converge puisque par construction g est extraite
de g* a partir d"un certain rang. Si n,m € N, on a

|Tgn — Tgm| < |Tgn — Tugnl + |Tugn — Tugm| + | Tu&m — T&m|

Les termes extrémaux du membre de droite tendent vers 0 puisque |Tg, — Tngn| < M||T — Ty |l
Il en est de méme pour le terme central puisque les suites (T,) et (g,) sont de Cauchy, bornées
par Met M', et |Tugn — Tugm| < |Tugn — Tn&nl + | Tugn — Tngm| < || T — Tl M" + Mgy — g
Par conséquent (Tgy,), est une suite de Cauchy donc converge dans 'espace complet H.

2/ Densité de # dans % . Soit T € # (H). Montrons qu'il existe T,, € %, tel que ||T, — T|| —
0. Soit (e,) une base Hilbertienne de H. Si P, dénote le projecteur sur Vect(ey, ..., e,), alors
P, T € %#,.
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Commencons par remarquer que Vf € H, P,f — f, donc P, converge simplement vers
l'identité; cependant la convergence n’est pas uniforme puisque ||P, —id|| = 1 pour tout n.
Toutefois (|P,Tf — Tf|), décroit pour tout f € H, donc (||P,T — T||), décroit vers « € R;..

Montrons que « = 0. Par 'absurde, si « > 0 alors pour tout #, il existe f, de norme 1 tel
que |(P,T — T)fu| > a/2. Mais par compacité de T, il existe aussi (g,) extraite de (f,) telle
que (Tgn)n converge vers un certain i € H. Par conséquent

|(PuT — T)gk| < |PuTgx — Puh| + [Puh — h| + |h — Tgx|

Or pour n et k suffisamment grand, nous avons |P,Tg, — P.h| < ||Pu|||Tge — h| < |Tgx —
h| < «/6, ainsi que |P,Th — Th| < a/6 puisque P,T converge simplement vers T, et enfin
|h — Tgk| < a/6 par définition de h. Ainsi |(P,T — T)gx| < a/2 pour n et k assez grands ce
qui est absurde. O

Rappelons que le sous-espace propre d'un opérateur T € Z(H) pour la valeur A € C est le
sous-espace ker(T — A) des vecteurs h € H tel que Th = Ah; s'il est non nul, on dit que A est
valeur propre; et le spectre de T est ’ensemble de ses valeurs propres. Des sous-espaces propres
distincts sont en somme directe.

Les opérateurs de rang fini sont par définition ceux pour lesquels le sous-espace propre
pour la valeur 0 est de codimension finie, en particulier toutes les autres valeurs ont un sous-
espace propre de dimension finie. Cette derniére propriété est partagée par tous les opérateurs
compacts.

Proposition. Soit T € # (H). Pour tout ¢ > 0, la somme E. des sous-espaces propres pour les
valeurs propres de module > c est de dimension finie. En particulier ses sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles sont de dimension finie et son spectre ne peut avoir que 0 comme point
d’accumulation.

Démonstration. La boule B(0,c) N E, est contenue dans T(B(0,1)) qui est précompact, donc E,
est localement compact, donc de dimension finie. O

Remarque (Attention). II se peut qu’un opérateur compact n’ai pas de valeurs propres non nulles
(c’est le cas pour les opérateurs de rang fini qui sont nilpotents). On peut également construire des
opérateurs inversibles qui n’ont aucune valeur propre (penser au shift de Bernoulli sur (?(Z)).

1.2.2 Théoréme spectral et valeurs singuliéres

Comme en dimension finie, la forme sesquilinéaire non-dégénérée (- | -) sur H fournit
un anti-isomorphisme 1 — (h | -) avec son dual H* topologique. L'identification .Z(H) =
H* ® H permet de définir I'anti-isomorphisme d’adjonction .2 (H) — £ (H*) — L (H) (par
dualité puis échange des facteurs), qui a T associe l'unique T* tel que (h | Th') = (T*h | h')
pour tout i, h'. Un opérateur A € Z(H) est auto-adjoint si A* = A, on parle aussi d’opéra-
teur symétrique et on note . () le sous-espace correspondant. L'involution * généralise la
conjugaison complexe, donc si les opérateurs sont les variables complexes, les opérateurs auto-
adjoints sont les variables réelles. Par exemple tout opérateur T se décompose en la somme de
sa partie réelle (T + T*)/2 symétrique et de sa partie imaginaire (T — T*)/2 antisymétrique.

Un opérateur auto-adjoint est positif lorsque (Ah | h) > 0; un tel opérateur envoie la sphére
unité sur un ellipsoide de dimension infinie. Lorsqu’il est de plus compact, on peut parler des
longueurs des demi-axes de cet ellipsoide : elles sont données par ses valeurs singulieres que
nous définissons maintenant pour un opérateur compact auto-adjoint (positif ou non).

Définition (Valeurs singulieres). Les valeurs singulieres y,(T) d'un opérateur auto-adjoint T &
H (H) sont définies comme Uinfimum des ||Tjg. || pour E C H parcourant les sous-espaces de dimen-
sion n.
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Remarque (Distance aux %,). Cela peut également s’écrire y,(T) = inf{||T —R|| | R € %},
autrement dit y,(T) vaut la distance de T a l'espace %, des opérateurs de rang n; aussi p,(T) — 0.

Proposition. Soient A,B € J# (H) et C € £(H). Soient m,n € IN.
1. Sous-homogénéité : u,(AC) < ||C|| un(A) et un(CA) < ||C|| un(A).
2. Sous-additivité : pyim(A+ B) < pn(A) + pm(B).
3. Invariance unitaire : Si U € £ (H) est unitaire alors p,(UA) = pn(A).

Démonstration. (1). Pour tout n € IN, Z%, est un idéal bilatere et donc si A est proche de %,
alors AB est proche de %, d'un facteur qui croit d’au plus || BJ|.
(2). La somme d’opérateurs de rang < n et de rang < m est un opérateur de rang < n + m.
Par conséquent, si A est proche de %, et B est proche de %, alors A + B est proche de %), 1.
(3) découle directement du fait que la multiplication par U est une isométrie de
(Z(H),||']]) et que %, est un idéal bilatere. O

En dimension finie, le théoreme de Rayleigh affirme que pour un opérateur T auto-adjoint
positif, la valeur singuliere u,(T), c’est-a-dire le maximum de (Tx | x) / (x | x) pour x € E+
avec dim E = n, est égal a la n-ieme plus grande valeur propre A, de T. Pour généraliser ce
théoreme a la dimension infinie, nous avons besoin du théoreme spectral pour les opérateurs
compacts.

Théoréme (Spectral). Soit T un opérateur auto-adjoint de # (H). Alors T est diagonalisable en base
orthonormée, autrement-dit il existe une suite de réels (A,),cN et une base hilbertiennne {¢, | n €
IN'} de H telles que pour tout n € IN, Ty = Aypy.

Remarque. L'hypothese de compacité est essentielle. Par exemple, pour H = 12([0,1]), l'opérateur

fr—= (x = xf(x))
est auto-adjoint mais n’est pas diagonalisable puisqu’il ne posseéde aucune valeur propre.

Si T est compact auto-adjoint positif, alors on peut ordonner ses valeurs propres par les
entiers de maniere décroissante. La proposition suivante constitue la généralisation annoncée
du théoreme de Rayleygh qui permet de relier les grandeurs géométriques p,(T) avec les
grandeurs algébriques A,,.

Proposition (Spectre et valeurs singulieres). Soit T un opérateur auto-adjoint positif compact : en
énumérant ses valeurs propres A, (T) dans I'ordre décroissant, on a pour tout n € IN, A, (T) = pn(T).

Démonstration. La diagonalisation de T offre pour tout n € IN, 'endomorphisme A, de rang n
défini par ¢ — Ax pour k € {0,...,n—1}. Il vérifie ||T — A,|| = Ay et donc py, (T) < Ay (T).
On peut montrer que A, est en fait optimal. O

L’égalité entre valeurs propres et singulieres se généralise a tout opérateur compact grace
a la décomposition polaire, qui permet de se ramener au cas des opérateur compacts auto-
adjoints positifs. Rappelons pour cela qu'un opérateur U € .Z(H) est unitaire s'il préserve le
produit scalaire : (Uf | Uh) = (f | h), ou encore |Uh| = |h|; cela équivaut a U inversible et
U~! = U*. Une isométrie partielle est un opérateur U tel que U*U est un projecteur orthogo-
nal sur un sous-espace qu’on appelle le support de U.

Théoreme. (Décomposition polaire) Soit T € # (H). Alors il existe un unique opérateur compact
auto-adjoint positif S noté |T| et une isométrie partielle U dont le support est im S tels que T = US.

Démonstration. En effet, T*T est un opérateur compact auto-adjoint positif, en lui appliquant
le théoreme spectral on dispose de valeurs propres positives. En prenant leurs racines carrées,
on peut donc obtenir S € .7 (H) tel que T*T = S?. Ensuite, U est défini comme U = TS~!. [

Corollaire (Spectre et valeurs singulieres). Pour tout T € # (H) et n € IN, en énumérant les
valeurs propres par ordre décroissant, on a : Ay (|T|) = pn(T).
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1.2.3 Calcul fonctionnel et théoréme du bicommutant

L'objectif du calcul fonctionnel, est de donner un sens a f(T) pour f une fonction de C
dans C et T € Z(H) un opérateur continu (une « variable complexe »). Nous imposerons bien
stir des conditions sur f, en cherchant a les rendre de moins en moins restrictives, et en contre-
partie sur T, en le supposant tantdt auto-adjoint, compact, positif (coincidant respectivement
avec les notions de « variable réelle, infinitésimale, positive » selon la philosophie présentée
en introduction). Il est également naturel de demander que T — f(T) soit équivariante par
changement de base de H, c’est-a-dire par conjugaison : f(UTU ') = Uf(T)U"! pour tout
U € £(H) unitaire. On parle aussi d’équivariance par automorphismes intérieurs.

Polynomes et séries entieres convergentes des opérateurs bornés. Voyons dans un pre-
mier temps quelques cas ot une définition naturelle s'impose. Comme les opérateurs bornés
forment une algebre pour 1'addition et la composition d’opérateurs, nous savons déja définir
f(T) pour tout polynéme f € C[X]. On peut également considérer le cas de la fonction expo-
nentielle : exp(T) = Y. T"/n!, puisque pour tout n on a ||T"|| < ||T||" et la série f(T) converge
absolument, or . (H) est de Banach, donc elle converge dans . (H ). Plus généralement, pour
toute série entiere f de rayon de convergence R, on peut définir f(T) des que ||T|| < R.

Fonction continue d'un opérateur de rang fini. Considérons désormais une matrice dia-
gonale D de rang fini. Les opérations algébriques, de conjugaison complexe, et de limite,
agissent indépendament sur les coefficients de D. Par le théoreme de Stone-Weierstrass, les
polyndmes en z,z engendrent une algebre dense dans les fonctions continues sur C. Donc
on obtient f(D) pour f continue en l'appliquant aux coefficients diagonaux. L'équivariance
par automorphisme intérieur permet donc de définir 'image par toute fonction continue de
n’importe quelle matrice diagonalisable de rang fini. L'hypothése de continuité sur f, permet
de la prolonger a # par densité des matrices diagonalisables de rang fini. Nous avons donc
montré qu'il existe une unique application d’évaluation ¢ (C,C) — ¢ (#,-Z) continue (pour
les topologies compactes-ouvertes) et a valeurs dans les fonctions équivariantes, prolongeant
la définition de f(D) pour f € C[z,z].

Fonction bornée d’un opérateur borné diagonalisable. L'hypothese de continuité sur f est
trop forte pour les applications que nous avons en téte, comme la fonction signe. Cependant,
pourvu que l'on se contente des opérateurs T diagonalisables (disons de rang fini pour le
moment), il est désormais désormais naturel de définir f(T) pour une fonction f quelconque
en I'appliquant aux coefficients de la diagonale D qui lui est équivalente f(T) = Af(D)A~L.
Nous relaxons désormais la condition sur le rang, tout en préservant celle de diagonabilisité,
a redéfinir.

Un opérateur T € £ (H ) est diagonalisable s'il existe une famille libre dense (e, ),cn et une
suite de nombres complexes (A, ),eN telles que pour tout 1, Te, = Aye,. On note D I'ensemble
des opérateurs diagonalisables (notons qu’il n’est pas stable par composition, ni méme par
addition). Pour f € 2, on définit f(T) sur le sous-espace vectoriel de H engendré par les e,
par f(T)e, = f(An)en. Nous souhaitons prolonger f(T) par continuité a I'adhérence H des
en, et pour ce faire de maniére unique il nous faut que f(T) soit compact. Nous supposons
donc T € Z(H) et f: C — C bornée. Alors f est bornée sur (A,),en donc l'opérateur f(T)
se prolonge de maniere unique a 'adhérence H du sous-espace engendré par les e,, en un
élément de .Z(H).

Par conséquent, il existe une unique application d’évaluation qui a f: C — C bornée
associé une fonction équivariante f: ¥ — 2, qui coincide avec la définition proposée pour
f € €(C) continue bornée et D € # diagonalisable de rang fini.
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Fonction bornée mesurable d’un opérateur borné auto-adjoint. Nous aimerions appliquer
une fonction réelle bornée a un opérateur auto-adjoint quelconque, y compris non diagonali-
sable. Comment faire dans le cas général, en respectant les définitions déja données? Regar-
dons un cas particulier d’opérateur auto-adjoint non-diagonalisable pour lequel la définition
de f(T) s'impose naturellement. Choisissons H = L?([0,1]) et définissons pour ¢ € L°([0,1]) :

(). L2([0,1]) — L2([0,1])
h — (x— t(x)h(x))

Bien str 7t(f)" = m(t"), donc pour tout polynéme F on a F(7r(t)) = m(F ot). A nouveau on
peut faire tendre fait tendre F vers une fonction f continue sur R. Dans le cas général, il est
naturel de poser : f(7t(t)) = 7(f ot) pour toute fonction réelle bornée f, mais cela n’a de
sens que si f est mesurable! Notons #(IR) 1’espace des fonctions de R dans R mesurables et
bornées et .7 (H) 'espace vectoriel des opérateurs auto-adjoints (ou symétriques) bornés. En
s’appuyant sur ’exemple ci-dessus, nous allons donner un sens a f(T) pour tout f € A(R) et
T € 7. Le théoreme suivant nous montre que tous les opérateurs auto-adjoints peuvent étre
mis sous la forme de 1’exemple ci-dessus, quitte a choisir le bon modele H et a conjuguer par
un opérateur unitaire. Voir par exemple [3] pour la preuve.

Théoréme (Théoreme Spectral). Soit T € Z(H) un opérateur auto-adjoint. Il existe un espace
mesuré (X, u) et U : H — L2(X, ) un opérateur unitaire, et t € L (X, ) tels que UTU* = 7(t),
oil :
n(t): LX(X,u) — L3(X,u)
h +— th.

La preuve du théoreme construit 'ensemble X comme le spectre de T, a savoir le sous
ensemble des A € C tel que T — A n’est pas inversible. Il contient 1’ensemble des valeurs
propres, mais il se peut que T — A soit injectif sans étre surjectif, et donc que A soit un point
du spectre sans étre une valeur propre. (A vrai dire il est souvent commode de prendre pour
X un voisinage du spectre.)

S’inspirant de ce que l'on a dit auparavant, on adopte la définition suivante, qui coincide
bien stir avec celles données précédemment.

Définition. Avec les notations du théoreme spectral, on définit f(T) pour f € B(R) et T € .7 par
UF(T)U* = ne(fot)

Justification de la bonne définition. Avant de poursuivre il convient d’expliquer, sans trop rentrer
dans les détails, pourquoi cette définition ne dépend pas des choix effectués, a savoir de
I'espace (X, u) et la transformation U. C’est clair lorsque f est un polynéme. Par ailleurs, la
définition de f(T) ne dépend de f que sur I'image de t. Or on peut montrer que pour tous
les choix de (X, p); U, la fonction t prendra (presque toutes) ses valeurs dans le spectre de
T. On peut également montrer que ce spectre est un ensemble borné. Ainsi, seules comptent
les valeurs prises par f sur un borné B C C. Or toute fonction L*(B) peut étre approchée
simplement par une suite de polynémes en z,z (au sens ou pour tout € > 0, il existe Ac C B
de mesure de Lebesgue infériure a € et un polyndéme Fe(z,z) tel que || f — Fe|lo < € sur B\ Ag).
En regardant les détails la démonstration du Théoréeme Spectral, on peut alors démontrer que
si (Fy)nen converge simplement vers f sur le spectre de T, la suite (F,(T)),en converge
simplement vers f(T) de la définition. Le fait que F,(T) ne dépende pas de (X, u) ou de U
implique alors que f(T) n’en dépend pas non plus. O
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Le cas compact. Pour mieux comprendre la signification du Théoreme Spectral, examinons
les cas ou T est compact : quels sont dans ce cas-la X, u, U, t? Rappelons qu'un opérateur
auto-adjoint compact est diagonalisable dans un base hilbertienne (e, ),cN avec pour valeurs
propres (Ay)qen, dont 'ensemble des valeurs constitue la totalité de son spectre X, et que
les multiplicités sont données par une mesure y de comptage. Pour voir l'action de T sur un
vecteur h € H, il suffit de le décomposer dans la base des vecteurs propres, ceci correspond a
I'action d'un changement de base hilbertienne dont est la matrice de passage U est unitaire.,
puis multiplier les vecteurs e, par les valeurs propres idoines, donc #(x) = x. On a donc bien
UTU* qui correspond a la multiplication par la fonction identité sur ’espace L*(X, p).

Remarquons qu’il suffit de connaitre la décomposition de & dans la somme directe des
sous-espaces propres, et que l'action de U au sein d'un sous-espace propre n’importe pas.
Autrement dit la version minimaliste (en termes de choix effectués) du théoreme spectral
consiste a décomposer 1'espace en combinaison de projecteurs orthogonaux sur les sous-
espaces propres de T (les projecteurs commutent par orthogonalité de ces derniers) :

H=@P V2 e UTU*' =P Apy donc dimV),=1 = UTU" = ) Afe,|-)es
AEX reX nelN

On voit que la mesure de multiplicité y calcule la dimension des sous-espaces propres V), ou
encore la trace du projecteur p,. Le cas général s’inspire de ces formulations en introduisant
la notion de somme directe continue d’espaces de Hilbert. La section sur 1’analyse de Fourier
montrera le cas non compact sur un exemple familier.

Théoréeme du Bicommutant. Etant donné un opérateur auto-adjoint T € Z(#H), quelles
sont les opérateurs que 'on peut espérer trouver en évaluant f(T) pour une fonction bornée
f € #B(R), ou réciproquement a quelle condition peut-on écrire S € £ (H) sous la forme

S = f(T)?

Définition. Soit A une partie de £ (H). On définit le commutant de A comme I'ensemble des éléments
de L (H) qui commutent avec tous les éléments de A. On le note A'. On définit le bicommutant de A
comme le commutant de son commutant, c’est-a-dire : A" = (A’)".

Théoréme. Soit T € . (H) auto-adjoint, alors S € .#(H) s'écrit sous la forme f(T) pour une
certaine fonction f € B(R) si et seulement si S € {T}".

La démonstration du cas général ne sera pas faite car elle découle de la démonstration du
Théoreme Spectral. Il est cependant possible de visualiser la chose dans le cas d'un opérateur
auto-adjoint compact, en décomposant 1’'espace H en somme de ses sous-espaces propres :

A f(Al)

" (0) (0)
T= M f(T) = f(M)
> f(A2)

(0) (0)

Un opérateur C de {T}’ commute avec T donc il stabilise les sous-espaces propres de T, et
s’écrit donc par blocs sous la forme :

G
C = @)}
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On voit alors que f(T) commute avec C et donc appartient a {T}".

Réciproquement si S € {T}" alors il commute avec tous les éléments ayant la forme de C.
Donc il stabilise les sous-espaces propres V), de T en induisant une homothétie d’un facteur
f(A;) sur chacun d’entre eux :

f(M)

Conclusion. Terminons cette discussion par constater la cohabitation d’opérateurs discrets
et continus : la multitude des opérateurs auto-adjoints se résume en un seul opérateur h(x) —
xh(x) qui agit non-trivialement sur les fonctions i € #H dont le support est contenu dans le
spectre de l'opérateur. Autrement dit il n'y a qu'une variable réelle, c’est x, ce qui change
c’est la mesure a support compact sur C décrivant la nature de son spectre Les généralisations
successives du théoreme spectral nous ont permis de définir trés naturellement un calcul
fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints d’abord de rang fini, puis compacts puis non
compacts autrement dit de parler des fonctions d"une variable réelle négligeable, infinitésimale
puis quelconque.
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1.3 Analyse de Fourier (Sonia Velasco)

Apres avoir étudié quelques propriétés essentielles des opérateurs agissant sur l'unique es-
pace des états (au sens de 'univers physique ou platonique décrit plus haut), il est temps de
spécifier cette étude dans un contexte particulier, autant motivé par I'étude des phénomenes
physiques en variation que par son caractére naturel en mathématiques, a savoir la dérivée
des fonctions. Nous allons donc analyser 1'opérateur d de différentiation (au sens des distri-
butions) des fonctions de carrés intégrables sur la droite réelle R et sur le tore unidimensional
T = R/Z (quotient de R par un sous-groupe discret non-trivial). Notons que T et R sont
les deux seules variétés réelles connexes de dimension 1, la premiere étant compacte, I’autre
non : nous verrons que 1’opérateur d sera en conséquence compact ou non.

Dans ces deux cas, le produit scalaire Hilbertien sera donné par (f | g) = [f x getla
formule d’intégration par parties montre que I'opérateur 9 est auto-adjoint (c’est évident sur
le tore qui est compact sans bord, tandis que sur la droite cela découle de la propriété de
nullité a I'infini des fonctions de carré intégrable). Il est donc redevable du théoréme spectral,
et ’équation des vecteurs propres s’écrit de = Ae. Elle ne pose aucune difficulté et 1'observa-
tion des phénomenes ondulatoires en physique (comme la mécanique d’une corde vibrante
que nous verrons dans l’appendice musical) nous en exhibe (parfois approximativement) une
solution : la brique élémentaire du signal est 'onde monochromatique dont la représenta-
tion mathématique est la fonction e, : t — €% pour une onde de fréquence v = A/ (2ir). Il
s’agit ensuite d’étudier la décomposition de I'espace des états qui en découle, c’est-a-dire des
fonctions L? sur la base des exponentielles, qui constitue I’analyse de Fourier.

Lorsqu’un signal f : R — C est 1-périodique, il définit un état de I'espace H = L*(T,dx).
Du théoreme de Stone-Weierstrass il découle que les e, pour k € Z forme une base hilbertienne
de H : tout élément de H se décompose comme série sur cette base. La théorie des séries
de Fourier permet alors d’identifier un signal périodique de fagon univoque dans H a sa
projection sur 1'espace engendré par les ¢ pour k € Z. Pourtant, dans la nature, un signal
périodique pendant un temps infini ne s’observe jamais, il finit par s’atténuer dans le temps
par exemple. Ainsi, un signal quelconque, généralement apériodique, définit plutot un état de
l'espace H = L2(R, dx). La théorie de la transformée de Fourier permet alors d’imiter celle
des série de Fourier, mais cette fois-ci le spectre devient continu. Le paradigme du discret
versus continu se traduit donc ici par série de Fourier versus transformée de Fourier.

1.3.1 Séries de Fourier

Nous commencons par le cas des fonctions de carré intégrable sur le tore, pour lequel
l'opérateur de dérivation est compact. Comme évoqué ci-dessus, 1'idée générale derriere la
théorie des séries de Fourier est de décomposer un signal périodique comme somme (éven-
tuellement infinie) de signaux élémentaires sinusoidaux. Le cadre hilbertien, considéré ci-
apres est le plus naturel, mais il ne permet pas d’identifier en tout point une fonction a sa
série de Fourier car il produit seulement une égalité dans L?. Il nous faudra donc renforcer
ce contexte pour obtenir des résultats plus fins comme la formule sommatoire de Poisson qui
servira dans la section

Convergence dans le cadre 1.2

Par commodité, toutes nos fonctions périodiques seront de période 1, les résultats
s’adaptent aux fonctions de période quelconque. On prend donc H = L?*(T,dx) avec
T = R/Z dont le produit scalaire est donné par (f | g) = [, fg. Posons pour n € Z, la
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fonction de x € IR/Z définie par e, (x) = e2™%, et pour f € LI(T),

cn(f) = /Tf(t)e_%"”t dt et S,f= Zn: cr(f)ex.

k=—n

Notons que pour f € H,ona c,(f) = (f | ex) et S,f est la projection orthogonale de f sur le
sous-espace Vect({e; | —n < k < n}) des polyndmes trigonométriques de degré borné par n.

Le résultat suivant donne tout son sens a la phrase suivante de I'introduction : « L'identité
de Parseval montre que L?(T) et ¢2(Z) sont isométriques... »

Théoreme (Identité de Parseval). Pour tout f € H,

Y lea(HIF < 4o et [Iflla= ) len(f)P

nez nez
Autrement dit :
(LX(T), [|-l2) — (¢*(2),]I.]|2)
fr—(n(f)nez

est une isométrie.

Démonstration. Le théoreme de Pythagore donne :

LF13 = 11f = Sufll3 + 1Suf1I3 = Il — SuflI3 + i ek (F)I?

k=—n

dou Y7, le(f)]* < |If]l5, donc la série des c,(f) converge pour la norme (2. Ensuite,
d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass, les polynomes trigonométriques sont denses dans
% (T, C) pour la norme uniforme L, et donc pour la norme L? car sur T compact la norme
L® domine la norme L?. Par densité des fonctions continues dans # pour la norme L?, il en
découle que les polyndomes trigonométriques sont denses dans H pour la norme L2 On en
déduit que S, f converge vers f pour la norme L?. En effet, si ¢ > 0 on dispose d’un polynéme
trigonométrique P de degré N; tel que ||f — P||2 < e. Or les projections S, sur une suite
croissante de sous-espaces, minimisent la distance au sous-espace par orthogonalité, donc
pour tout N > Ny ona || f — Snfll2 < ||f — P||2 < ¢, ce qui conclut. O

Corollaire (Inversion L?). Pour tout f € H, on a la convergence S, f — f pour la norme L? :
L2
f= Z cn(f)en

Remarque (Attention). Les résultats précédents ne permettent pas d’obtenir pour un x € T donné,
et encore moins pour tout x € T, que

flx) =) cal(flen(x)

nez

Ils ne permettent méme pas d’établir la convergence de la série de droite.
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Convergence ponctuelle des séries de Fourier vers la fonctions

En général, pour avoir 1'égalité ponctuelle des fonctions, on montre d’abord la convergence
en norme /! de la série (convergence absolue), c’est-a-dire que pour f € H on a:

Y len(f)] < oo

nez

On en déduit que S, f converge uniformément et donc simplement, vers une certaine fonction
¢ continue. De plus la convergence ¢! assure que c,(g) = cu(f) pour tout n € Z. Le lemme
suivant (qui découle du théoréme d’isométrie de Parceval), permet alors d’affirmer que f = g
dans H.

Lemme. Si f € H et g € €(T) vérifient c,(f) = cn(g) pour tout n € Z, alors f = g presque
partout.

Nous souhaitons donc une condition sur la fonction f qui assure la convergence ¢! de ses
coefficients de Fourier ¢, (f). Il y a de nombreux résultats reliant la régularité de la fonction
au comportement a l'infini de ses coefficients de Fourier.

Proposition (Décroissance et Régularité). Si f est €~ alors c,(f) = o(1/n*), donc ¢, € £5-1(Z).
Réciproquement si ¢, (f) = O(1/n**2) alors f est €*.

Démonstration. Pour k = 0, il faut montrer que si f € ¥ (T) alors ¢, — 0 lorsque n — 0.
C’est le Lemme de Riemann-Lebesgue, qui se montre en utilisant 1'uniforme continuité de la
fonction (sur T compact). Sur des intervalles assez petit, la fonction est presque constante, et
pour n choisi ensuite assez grand, l'intégrale de e, contre chaque morceau presque constant
est trés petite (phénomene d’oscillation rapide).

Ensuite, on raisonne par récurrence en utilisant le fait que xd agit sur f comme c, — ncy,
et que l'inversion série-intégrale est possible tant que la série converge uniformément. O

En appliquant la premiére partie de cette proposition avec ’hypothese f € ¢ dans la
discussion qui précede, on en déduit l'identification ponctuelle de f avec la somme (des séries
partielles symétriques) de sa série de Fourier :

Proposition. Si f € ¢1(T) alors ¢, (f) € (*(Z) et S, f converge simplement vers f.

Une application : la formule sommatoire de Poisson

Théoréme (Sommation de Poisson). Pour tout f dans €1(R) telle que f et df sont O(1/x*) ona:

Y flx+n)=Y_ f(n)e¥m™=,

nez nez

On obtient en particulier pour x = 0 la formule sommatoire de Poisson qui sera utile par la suite :

Y. fn)=Y f(n).

nez nez

Remarque. Les hypothéses peuvent étre affaiblies : on pourra consulter [4] pour plus de détails.

Démonstration. Montrons que le terme de gauche G(x) définit une fonction continue. Comme
f,0f = O(1/x?), la série des fonctions x +— f(x + n) et leurs dérivées, convergent norma-
lement sur tout compact (norme L*), donc uniformément. Ainsi la limite existe, c’est une
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fonction €, et « on peut dériver ou intégrer sous le signe somme ». Cette fonction G est de
plus 1-périodique donc d’apres le résultat de la premiére section on obtient que

c<x>:2(

nez

1 )
/ G(u)e 2mm du) exp(2imnx).
0

En utilisant la convergence uniforme et en effectuant un changement de variable on obtient :

1 ) 1 )
/ G(u)e 2™y = / Y flu+k)e 2™y
0 0 kez

~

=Y /:H fu)e 2mmigy = /]Rf(u)e_zmn“du = f(n)

keZ

Correspondance algébriques : convolutions, dilatations, translations, homographies

Commencons par mettre en évidence le contexte de la section précédente. Nous avons
d’abord modelé notre espace de Hilbert (#, (f | g)) sur (L*(T), [ fg), pour étudier I’endo-
morphisme de dérivation 0 € .Z(H) (ou la structure de C[d]-module induite sur ). Comme
il est autoadjoint, il correspond en termes géométriques a la polarisation de la forme sesquili-
néaire hermitienne | fdg par rapport au produit scalaire. Ses vecteurs propres e, forment un
base hilbertienne, donc c’est un opérateur compact. Ses sous-espaces propres sont de dimen-
sion 1, et le noyau est engendré par la fonction constante ¢y = 1, en particulier la forme [ fog
est presque non-dégénérée.

Le théoreéme spectral dont il est redevable, permettant de diagonaliser la forme [ fog par
rapport au produit scalaire, s’exprime donc de la maniére suivante. Selon les notations de la
section l'isométrie U: L?(T) — ¢?(Z) est donnée par la transformée de Fourier f + ¢, (f),
et UTU* agit sur £>(Z) comme l'opérateur de multiplication ¢, — (2i7tn) - c,.

Notons que la base des vecteurs propres de 9 est stable par multiplication e,e, = emn,
et engendre donc une algebre Clej,e_1] isomorphe a l’algebre des polynémes de Laurent,
dont la base linéaire est orthogonale pour (- | -). Par conséquent L?(T), étant le complété de
cette algebre pour la forme quadratique Hilbertienne, hérite ainsi (par dualité) d"une structure
de Cle;']-module. 11 est aisé de voir comment cette structure de module est transportée par
transformée de Fourier sur LZ(Z). En effet, si F =} aie, est un polyndme trigonométrique, et
g € LA(T), alors cy(Fg) = Yo & (F)ei(g):

Bien que le produit de deux fonctions L ne soit pas toujours L?, il est tout de méme pos-
sible de prolonger la multiplication par les polyndmes trigonométrique en une multiplication
partiellement définie entre des éléments de L?. Par exemple le produit de deux fonctions lisses
quelconques sur le tore reste lisse, et donc L?. Rappelons que sur un compact, les espaces L?
sont en inclusion décroissante. L'inégalité de Holder montre que si p,q > 2 le produit de fonc-
tions L7 et L1 telles que 1/p 4+ 1/q < 1/2 tombe dans L?; par exemple p = coou p = 4 = g
conviennent.

Proposition (Holder). Soit (X, ) un espace mesuré quelconque et des éléments 1 < p,q,r < oo tels
quel/p+1/q9=1/r.5i f € L¥(T)et g € L'(T) alors fg € L'(T) et [|fgllr < [ fll,lIgllg-

A quoi correspond cette multiplication via 1'isométrie de Fourier dans 1’espace ¢!(Z)? 1l
suffit 8 nouveau de multiplier les séries de Fourier pour le deviner : c’est la convolution des
suites. Réciproquement, le produit terme-a-termes des suites dans ¢!(Z) correspond via la
transformée de Fourier inverse a la convolution des fonctions.
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Définition (Convolutions). Pour f, g des fonctions telles que fg € L', on peut définir leur convolée :
frgixm /Tf(x—y)g(y) dy

Pour ay, by des suites telles que ab € (*(Z), on définit leur convolée :

axb:n— Y a(n—kg(k)
kez

Proposition (Morphisme). La fonction 1 a pour tranformée la suite 5y(n). La transformée de Fourier
échange la convolution et le produit point par point :

ca(f*8) =culf)-cu(g)  c(f-8) =c(f)*c(g)

Il découle en particulier de cette proposition que la multiplication par ¢; dans L*(T) cor-
respond au décalage « de Bernoulli »des indices vers la gauche itéré k fois ¢, — ¢, .

Conclusion. La transformée de Fourier correspond a l'isométrie du théoreme spectral conju-
guant l'action de dérivation @ sur L?(T) en la multiplication par 2i7tn sur £2(Z).

De plus elle permet d’identifier non seulement les structure de C[X]-modules sur L*(T) et
(%(Z) données respectivement par la dérivation d et la multiplication par 2i7n.

Notons que nous avons donc sur L?(T), et méme sur la sous algébre € (T), une structure
de module sur I'anneau non commutatif C[e;™][9], le défaut de commutation des générateurs
étant mesuré par leur commutateur [d,e;] = e;. On a aussi [9,e,] = ne, et par récurrence
[0K, e,] = n¥e,.

1.3.2 Transformée de Fourier

On cherche a adapter la décomposition d'un signal périodique au cas d’un signal f: R —
R apériodique défini sur tout RR. Si on écrit le signal f comme la limite simple lorsque T — oo
des fonctions périodiques fr(x) = f(x mod TZ) obtenues en périodisant la restriction de f
sur un intervalle de longueur T. Chaque fr se décompose en série de Fourier dans la famille
libre de fonctions exp(2ik7tt/T) pour k € Z, et on réalise qu’en faisant tendre T vers l'infini
qu’il faudra s’autoriser un continum de pulsations, et envisager la projection de f sur la famille
libre des fonctions exp(ixt) pour x € R. Comme t — exp(ixt) n’est pas de carré intégrable
mais seulement bornée, on commence par travailler dans le cadre L' (R) = L®(R)* plutot que
L2(R) = L2(R)*.

Définition et quelques propriétés

Définition. Soit f € L'. Pour x € R, la transformée de Fourier de f est définie par

Feo) = [ e

Tout ce qui sera dit reste vrai en dimension d > 1 quelconque a condition de remplacer
e~ 2t par e~ 27t on (x | t) désigne le produit scalaire euclidien.

Par la suite, pour y € R on désignera par 7, I'opérateur de translation 7, f(x) = f(x —y)
et e, le déphasage e, f(x) = ¢*™*f(x). On notera aussi R l'involution Rf(x) = f(—x). Voici
quelques propriétés algébriques concernant les symétries de la transformée de Fourier.

Proposition (Symétries et correspondances). Soit f € L! :

(i) Pour touty € R, T/y_\f = e_yf et e}? = Tyf
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~

(ii) Pour a € R*, si g(x) = f(%) alors g(x) = |a| f(ax), en particulier, I/Q}‘(x) = f(—x)
(iii) Si f,g € L, alors fg et gf sont dans L* et R f8=Jr gf

Le produit de convolution de deux fonctions f,g € L! est la fonction f * ¢ € L! définie
par :
(F8)(x) = [ fx =gy

Notons que (f xg) xh = f* (g*h) et fxg=gx*f. Aussi T,(f *g) = (1,f) * g
Proposition (Morphisme d’algebres). Pour tout f,g € L}, ona f/*\g cllet f/;:g(x) = F(x)g(x).

Voici quelques liens entre la régularité d'une fonction et le comportement asymptotiques
de sa transformée de Fourier.

Proposition (Asymptotique vs Régularité). Soit f € L.
(i) f définit une application continue bornée sur R et || fllo < ||f|l12

~

(ii) f(t) — 0 lorsque t —» +o0
(iii) Soit k € N. Si x — x¥f(x) est dans L', alors f € €*(R) et 9/ f = (z/xﬁr pour tout j < k.
Supposons que f € €* et 3/ f € L} pour tout j < k. Alors f(x) = o(1/xF).

Remarque. Le premier point dit que I'application de L' dans L™ qui a f associe sa transformée de
Fourier est continue. Le second point est souvent appelé le lemme de Riemann-Lebesque. Le troisieme
dit que la transformée de Fourier échange régularité et décroissance a l'infini : la transformée de Fourier
f est d’autant plus réguliere que f décroit a l'infini, et f décroit d’autant plus vite a U'infini que f est
réquliere.

Quelques exemples et applications

Transformée de Fourier d'une gaussienne. Soit ¢ > 0. La fonction définie pour x € R par :

()_1 ;xz
§e\t) = 5 &P\ 202

est dans L' N L™ et

So(x) = ! 1 (x) =V2mexp ( —2712(723(2)

\/ZngZW

Démonstration. D’apres le troisieme point de la propriété ci-dessus on a que g, est de classe
%" et par théoréme de dérivation des intégrales & parametres on obtient que

~ —2ir dimxt 5l 22 [ 1 -8 oinxt 2.2

Qo (x) = / te e’ dt = —4m°xo / —e2Ze dt = —4m°0°xg,(x)
o Jr R O

ou la deuxieme égalité provient d'une intégration par partie. Cette équation différentielle

linéaire d’ordre 1 sur g, a pour solution gy(x) = ¢,(0)exp ( — 2m%0?x?) = V2mexp ( —

2m20?x?). O

Cette relation nous dit que plus la gaussienne est concentrée autour de sa valeur moyenne
(plus o est grand), plus sa transformée de Fourier est étalée, et réciproquement. L'inégalité
de Heisenberg généralise ce phénomene omniprésent en physique pour tout fonction d’onde
fell.
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L'Inégalité de Heisenberg : en termes mathématiques, elle exprime que pour tout f €

LY(R),
(/szlf(x)!zdx) (/Ry\f(y)my) > (4;)2

En physique, [ x?|f(x)|%dx et f]Ry|f(y)|dy sont respectivement interprétés comme 1’exten-
sion spatiale d’un objet quantique et la largeur de son spectre. Ainsi, on ne peut pas imposer
aux deux fonctions f et fd’étre toutes les deux concentrées au voisinage de 0. La situation
optimale réalisant le cas d’égalité correspond au cas des gaussiennes g,

L'équation de la chaleur. La transformée de Fourier permet de résoudre des équations
aux dérivées partielles sous de bonnes hypotheses de régularité des solutions. Considérons
I'exemple de 1’équation de la chaleur en dimension 1 dont I'inconnue u : R x R4 — C vérifie :

o = 10%u
u(x,0) = f

pour une certaine condition initiale f € L!'(R). Supposons que u soit suffisamment réguliere,
et intégrable en la variable spatiale de sorte qu’a t fixé, la transformée de Fourier de u en
la variable x soit bien définie. Notons que ol = Oyl et qu’une intégration par partie donne
ai/\u = —x?1.

Ainsi en prenant la transformée de Fourier dans I'équation de la chaleur, il vient d;if =
— 1220 et @(x,0) = f(x) de sorte que il(x,t) = exp } — tx*f(x) = g ;(x)f(x) = g;*\f(x).
L’injectivité de la transformée de Fourier (cf la transformée de Fourier inverse ci-dessous)
donne u = g ;% f.

En fait, la fonction g \ﬂ(x) est la solution fondamentale a I’équation de la chaleur, celle dont
condition initiale est un dirac a ’origine. On en déduit 1’évolution de la distribution de chaleur
ayant une condition initiale f quelconque en convolant avec cette solution fondamentale.

Inversion de la Transformée de Fourier

Ici on exhibe un phénomene analogue a celui de 1’égalité ponctuelle d'une fonction pério-
dique avec sa série de Fourier, mais pour la transformée de Fourier des fonctions apériodiques.

Théoreme. Soit f € L' telle que ]? € L1, Alors f est égale a se transformée de Fourier inverse :

X — \/%/Rei”f(t)dt.

Notons que la condition f € L! est a mettre en paralléle avec "}, ¢, (f) converge absolu-
ment" qui permet d’avoir la convergence ponctuelle pour les séries de Fourier.

Démonstration. Pour ¢ > 0, posons f, = gs * f ol g, est la gaussienne définie plus haut. Les
résultats d’approximation par convolution montrent que pour tout x € R, on a fo(x) — f(x)
lorsque o — 0.

Ensuite pour x € R, définissons I,(x) = [ €7 f,(t)dt. En utilisant 'expression de g,
donnée plus haut, le fait que pour deux éléments hy, h, € L! on ait fIR hlhAz = f]R hzhAl, et que
pour y € R, ey/PTl = TyhAl on obtient que I,(x) = f(x).

Or pour ¢ fixé, ﬁ,(t) = f(t) go(t) tend vers f(t) lorsque lorsque o — 0. Ainsi l'intégrale
définissant I,(x) converge (d’apres le théoreme de convergence dominée, en utilisant f €
LY(R)), vers g(x) lorsque ¢ — 0. O
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La transformée de Fourier dans .2

Nous aimerions désormais étendre la transformée de Fourier a I'espace L?(IR). Comme
l'espace L?(IR) n’est pas inclus dans L' (IR) il n’est pas possible d'utiliser la définition intégrale.
Cependant, nous connaissons des sous-espaces denses de L? sur lesquels la définition explicite
fonctionne donc on peut la prolonger par continuité. Il existe alors un analogue de la théorie
hilbertienne des séries de Fourier, a savoir qu’on peut donner un sens a l'isométrie exhibée
plus haut, mais dans le cadre de la transformée de Fourier prolongée.

Notons ¢ °(R) l’ensemble des fonctions infiniment dérivables a support compact et a
valeurs complexes. Comme €*(R) C L! la transformée de Fourier est bien définie sur cet
espace, et on a l'égalité des produits scalaires | fg = [ f$ pour les fonctions f,g € L' L2

De plus 4 (R) est dense dans L?(R) pour la norme |-|,.

Proposition. Pour tout f € €°(R), f € L2. De plus, l'application linéaire suivante est une isomé-
trie :

» {W(R)»\z) — (L*(R), ||2)
f — f

qui par uniforme continuité, se prolonge de maniére unique en une isométrie linéaire F: 1*(R) —
L2(R) appelée transformée de Fourier-Plancherel. Si f € L' N1L?, alors Ff = f presque partout.
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14 La formule de Riemann pour compter les nombres premiers
(Victor Issa)

On sait depuis Euclide qu’il existe une infinité de nombres premiers, mais leur répartition
est longtemps restée mystérieuse. Il a fallu attendre le xvire siecle et les travaux d’Euler, pour
que les premiéres avancées significatives depuis l'antiquité aient lieu. En 1737 Euler montre
que la série des inverses des nombres premiers diverge en utilisant la divergence du produit
infini :

1
1—p1

=TI (1+pt+p2+.0) :Z%:-i-oo

p n

[1

P
qui combiné avec I'équivalent —log(1 — p~!) ~ p~!, assure la divergence de } %. L'égalité ci-
dessus reste valide si ’on remplace p par p® et n par n°. Rappelons au passage qu'un produit

infini est dit convergeant lorsque ses produits partiels convergent vers une limite non nulle.
Cinquante ans plus tard, Gauss introduit la fonction 77 comptant les nombres premiers :

n(x) = #{p premier | p < x}

x
ogx

et conjecture que 7(x) ~ = avant de préférer la formulation 77(x) ~ Li(x) avec Li(x) =

X _dt

2 logt

montré qu’en 1896 par Hadamard et de La Vallée Poussin. Le théoreme des nombres premiers
motive bon nombre de travaux en théorie des nombres au cours du xix¢ siecle.

En 1852, une démonstration du théoreme des nombres premiers semble encore hors de

portée, cependant Chebyshev parvient a établir que :

7t(x)
Li(x)

: ce résultat aujourd’hui connu comme « le théoréme des nombres premiers » n’est dé-

7t(x)

liminf Li(x)

<1 <limsup

de sorte que si le quotient IZ((?) converge, alors sa limite vaut 1. Chebyshev démontre égale-

ment 'encadrement suivant, valable pour x suffisament grand :

0,89 x Li(x) < 7(x) < 1,11 x Li(x).

Suite a cela, le domaine reste au point mort, jusqu’en 1859 lorsque Riemann publie un
article intitulé “Sur le nombre de nombres premiers inférieurs a une quantité donnée” 5, 6], dans
lequel il donne une formule exacte pour la fonction de compte 7t sous la forme d’une somme
d’une série. Il obtient ce résultat en se basant sur des méthodes innovantes faisant intervenir
des fonctions de la variable complexe. Le but de ce texte sera d’exposer les méthodes de

Riemann et donner une preuve de sa formule pour la fonction 7.

1.4.1 La fonction { de Riemann

La premiére section s’inspire de [7]. Commengons par introduire la fonction { de Riemann,
et la formule du produit qu’en avait donné Euler.

Définition (Fonction (). La fonction { de Riemann est la fonction analytique définie sur le domaine
R(s) > 1par {(s) = ¥ X, ot ln somme s'étend sur les entiers strictement positifs.

Proposition (Produit Eulérien de la fonction ).
i
— n° p L—p~°
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Démonstration. On procede comme dans l'introduction, en développant a partir du membre
de droite le produit des 1%}),5 =Y p %, et en appliquant le théoréme d’unique factorisation
des entiers en produit de nombres premiers. O

L'idée de Riemann est alors de prolonger analytiquement la fonction ¢ sur C, rappelons
que si une fonction analytique définie sur un ouvert se prolonge en une fonction analytique
sur un ouvert ) contenant (), alors un tel prolongement est unique.

Définition (Fonction I'). La fonction I est la fonction analytique définie sur le demi plan R(s) > 0

par :
—+o0
I'(s) = / e_"xsﬂ.
0 x

Remarque. Cette expression ressemble aux sommes de Gauss sur les anneaux Z./nZ, au sens ol
I'on somme le produit d’un caractére additif et d'un caractére multiplicatif, contre la mesure de Haar
du groupe multiplicatif (R%_, x). Cela fait écho a la discussion introductive en concernant la
polysémie de H.

La fonction I' généralise la notion de factorielle d'un entier puisqu'on a I'(s + 1) = sT'(s) et
I'(0) =1, de sorte que I'(n + 1) = n!. Nous allons nous servir de la fonction I pour prolonger
¢ en une fonction méromorphe a tout le plan complexe. Pour cela, commengons par une
identité.

Proposition (Lien entre et I'). Pour R(s) >1ona:

e = [

0 e*—1 x

Démonstration. 1l suffit de sommer sur #n l'identité suivante :

I'(s) _ /“"e—x (E)SE: /*""d
ns 0 n X 0 X

t
Lemme. La fonction I se prolonge en une fonction méromorphe sur C qui ne s’annule pas et dont les
poles sont situés aux entiers négatifs.

Démonstration. La fonction T' est définie sur le domaine R(s) > 0, la relation I'(s — 1) = @

permet de la prolonger a #(s) > —1 et fait apparaitre un pole en s = 0. On procede alors
par récurrence pour étendre le domaine sur les bandes —n — 1 < R(s) < —n avec un pole en
o 0

Lemme. Soit f: Ry — C une fonction lisse a décroissance rapide. La fonction définie sur R(s) > 0
par :

1 s dx
D(f,s) = 5 ) FO S
se prolonge en une fonction holomorphe sur C et D(f, —n) = (—=1)"f(0)

Démonstration. En intégrant par parties on obtient: D(f,s) = —D(f’,s +1), et on peut donc la
prolonger comme pour la fonction I'; la valeur en —n s’obtient également par récurrence. [J

Théoréeme. La fonction { se prolonge en une fonction méromorphe sur C, holomorphe en dehors d’un
pole simple en s = 1.

Démonstration. {(s+ 1) = 1D(B,s) o1 f(x) = = satisfait les hypotheses du lemme. O
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La fonction B(x) = =5 dans l'intégrande est développable en série entiere en 0 :

X B, ,

X = |
e 1 o 1!

ou B, sont les nombres de Bernoulli, qui apparaissent notamment en combinatoire. On a
By = 1 donc on obtient, en utilisant la valeur de D(p, —n) aux entiers donnée par le lemme
précédent, que le résidu de { en s = 1 vaut 1 et par conséquent : {(s +1) ~p 1/s. On trouve
également que {(—n+1) = (—1)""'B,/n; par exemple {(—1) = —1/12 et {(0) = 1/2. De
plus {(—2n) = 0 puisque I'on déduit By, 1 = 0 de la parité de 'expression t — B(t) +t/2.

1.4.2 Une propriété de symétrie de la fonction {

Définition (Fonction ¢). La fonction € est la fonction entiere défnie par &(s) = F(s7/r f%s/ 2(s —1)Z(s).

Théoréme (Equation fonctionnelle de &). Pour tout s € C, ona &(s) = &(1 — s), c’est-a-dire :

S s 1-—s 1s
F(§>7r zg(s)_r< . >7r Z7(1—s)
Démonstration. En sommant sur n l'identité :
1 s/s\ (™ _,( uNzdu [*® ’ s/2du
S (5) = e () = ) ewntmw

et en faisant le changement de variables v = 1/u, on obtient :

5(s) = s<52-1> /Owl,,(wxs/zdu _ S<82—1> ( /1°°4,( % s/ 8 /1w¢,(u)us/2d”>

u u u

avec (1) = ¥,>1 exp(—n?mu). Etudions la fonction § = 1 + 2¢.

Lemme (Equation fonctionnelle de 6). La fonction définie sur R*. par 0(u) = ¥, exp(—nmu)
vérifie I'équation fonctionnelle :
0 (i) — b ()

Preuve du lemme. Soit g : x — exp(—x?urn).Ona ¢ : x — f exp ( y2”> ot 'on convient que

f g(t) exp(—2irttx)dt. Par la formule sommatoire de Poisson on a alors :

=Y g(n) =) &(n) f (i)

nezZ nez
]

Comme ¢(u) = (6(u) —1)/2, on en déduit que (1) = \/up(u) + 3(\/u — 1), et par suite :

C(S) _ S(SZ— 1) /1001[)(1/!) (us/zfl + u(lfs)/271> du — %

Ceci vaut pour R(s) > 1, mais comme les deux membres de cette inégalité sont analy-
tiques, cette égalité est en fait vraie sur C. O

Cette propriété permet d’expliciter le prolognement de { a gauche de 0, ainsi que de
calculer les valeurs de ¢ aux entiers positifs connaissant sa valeur aux entiers négatifs. C’est

une facon de prouver les identités {(2) = %2 et ((4) = 90 , trouvées auparavant par Euler.
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1.4.3 Les zéros de { et le produit de Weierstrass de ¢

Soit P un polyndme ne s’annulant pas en 0, et notons zy, . . ., z, ses racines. D’apres Gauss :

n
s
P(s) = P(0 1-—
€ =POII(1-2
En pensant a une fonction entiere comme un polyndme généralisé, on peut espérer pouvoir
trouver une formule analogue, et montrer que si f est entiere s’annulant en les {z;} alors :

f6 = o1 (1-2)

Zn

Weierstrass a donné des criteres généraux pour l'existence d'une telle écriture ([8] chap.
vii). En particulier, les fonctions entieres avec des zéros « assez loin de l'origine » peuvent en
effet se factoriser ainsi. Nous n’énoncerons pas précisément ce théoréme technique ici : nous
nous contenterons de localiser les zéros de ¢ assez précisément pour pouvoir I'appliquer, et
nous admettrons 1'écriture de ¢ sous cette forme de produit, dit de Weierstrass par la suite.

Théoréme (Localisation des zéros de &). Les zéros de ¢ se situent dans la bande 0 < R(s) < 1, que
I'on appelle bande critique.

Démonstration. La fonction { est définie par un produit convergeant a droite de 1, par consé-
quent ¢, et donc ¢, n’admettent pas de zéro dans le domaine $(s) > 1. Comme ¢(s) = ¢(1 —5s)
on en déduit que les zéros de ¢ sont bien dans la bande 0 < R(s) < 1. ]

On en déduit que les zéros de la fonction { sont localisés dans les deux régions suivantes.
Il y a d’'une part les zéros (dits critiques) dans la bande critique 0 < R(s) < 1, qui sont
exactement les zéros de ¢ ; et d’autre part les zéros (dits triviaux) situés aux entiers négatifs
pairs, correspondant aux poles de I', et que I’on a déterminé dans la section

Définition (Fonction de répartition des zéros). Pour T > 0, notons N(T) le nombre de zéro non
triviaux de { dans la bande critique dont la partie imaginaire est comprise entre O et T, c’est-a-dire le
nombre de zéros de & de partie imaginaire positive et inférieure a T. De méme on note No(T) le nombre
de zéro de { sur la droite critique R(s) = % dont la partie imaginaire est située entre 0 et T.

L’équation fonctionnelle assure que chaque zéro p de ¢ de partie imaginaire positive est
"associé" a un zéro de partie imaginaire négative a savoir 1 — p c’est pourquoi on se restreint
aux zéros de partie imaginaires positive.

Théoreme (Distribution dans la bande critique). Ona N(T) ~ -TlogT.

La preuve de ce résultat n’apparait pas dans l'article de Riemann, il faut attendre pres
de 45 ans pour qu’en 1905 Von Mangoldt en fournisse une. De plus I'ensemble des zéros
non triviaux est sans point d’accumulation dans la bande critique par le principe des zéros
isolés, ainsi on peut ranger les zéros non triviaux de partie imaginaire positive {p,} par
partie imaginaire croissante. On montre, en utilsant N(S(py,)) = n, que le théoréme précédent

équivaut a I(p,) ~ 2T fogr-

Schéma de preuve du théoreme. Comme les zéros de ¢ sont simples, on exprime N(T) par la
formule des résidus en intégrant sur le bord 7 du rectangle 0 < R(s) <1et0 < J(s) < T:

_ 1 ds)
N(T) = Mﬁyg(s) ds

28



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

Pour mener a bien ’estimation on écrit :

ds) 1 1 1 11 (3)
&(s) s+s—1_§10gn+51*(%2)

¢'(s)
g(s)

et on utilise la formule de Stirling pour I' et la formule de Jensen pour le dernier terme. [

+log

Le théoreme précédent assure que le théoreme de Weierstrass s’applique, et I'on peut donc
exprimer ¢ comme le produit :

) = ¢ (1-3)
o P
indexé par les zéros de ¢, c’est-a-dire les zéros non triviaux de la fonction {. Nous admettrons
cette écriture par la suite.
Riemann constate que tous les zéros qu’il est en mesure de calculer sont tous sur la droite
critique R(s) = 1/2, mais une localisation aussi précise des zéros n’est pas nécessaire pour la
suite de son article, et n’en fournit donc pas de preuve. Il formule tout de méme sa célebre :

Conjecture (Hypothese de Riemann). Les zéros non triviaux de la fonction C se situent sur la droite

critique R(s) = 1.

La conjecure n’a toujours pas été prouvé ou réfuté a ce jour (novembre 2019), mais on
sait démontrer qu'une infinité de zéros non triviaux se trouvent sur la droite critique. Plus
précisément, Conrey démontra en 1989 que :

No(T)
N(T)

lim inf > >

621 \S]

otta = 0,4077...., ce qui signifie qu'au moins Z des zéros non triviaux se situent sur la droite
critique. Dans la premiére moitié du xx® siécle, Hilbert et Polya proposent une approche pour
I'hypotheése de Riemann par la théorie spectrale, en suggérant que pour démontrer que tous
les zéros non triviaux de la fonction ¢ sont sur la droite critique il suffirait de construire
un opérateur auto-adjoint dont le spectre contient I’ensemble des zéros de la fonction t —
¢(1/2+it).

1.4.4 Le lien entre { et les nombres premiers

Cette section établit la formule exacte trouvée par Riemann pour la fonction 7, elle consti-
tue le point culminant de son article de 1859. Elle prend la forme d'un terme principal, donné
par la fonction Ri (définie plus loin), auquel on retire une somme indexée par les zéros cri-
tiques :

Théoréme (Formule de Riemann).

mt(x) = Ri(x) — }_Ri(x") + négligeable
0

Partons du produit eulérien de la fonction { valable pour s € C tel que R(s) > 1:

1

g(s) = 1;[1_7P—s ainsi  log (s) = ;n; p~"/n,
mais en écrivant p~ " = f;: sx_s% ona:

dx

_ oS} _ [e~] _ dx oS} _ 1
;p ns :;A Il.{pngx}sx S? /O SX s;:ﬂ.{pngx}7 :/O SX ST[ (X”) 7/
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donc en sommant sur n on obtient :

logg(s) =Y Tll/ooosx_src (x%) d% = /Ooosx_S (Z T[(:j)> d%

n>1

Définition. Soit IT la fonction définie par I1(x) = ¥_,>1 %n(x%)

Nous avons donc montré I'identité suivante exprimant le fait que la fonction s — 2 log {(s)
est la transformée de Mellin de 11 :

log ¢ (s) ° s dx
T:/o IT(x)x ~

d’ot1 I'on en déduit, par inversion de Mellin (voir [9]), que pour tout réel a > 1 :
1 a+-ico s ds
M(x) = 5= [ logl(s)x .

On calcule cette intégrale en exprimant { en termes de ¢, que 1’on factorise produit de Hada-
mard :

_ s(s=1)TI'(s/2) B s
)= =755z ¢0) et &(s) —6(0)]:[(1—;)
et I'on obtient (apres un peu d’effort) le théoreme suivant :

Théoreme (Une formule exacte pour I1).

. ' © dt

Il s’agit désormais d’exprimer 7t en fonction de I, introduisons pour ce faire la célebre :

Définition (Fonction de Mobius). Soit p la fonction définie sur N* par u(n) = 0 lorsque n a un
facteur carré, et u(n) = (—1)" lorsque n est sans facteur carré et admet r diviseurs premiers (distincts).

Proposition (Inverse de y pour la convolution). Y4, p(d) = 6(n) oit 5(n) = 1sin = 1et 0
Sinon.

Démonstration. le résultat est clair pour n = 1, et pour n > 1 en considérant py,...,pr les
facteurs premiers de n, on a :

Y uld)= ), u(d)= Z (Z)(—l)” —(1-1)=0

d|n d|p1...pr n=0
O
Proposition (Inversion de Mobius). Soit f : RY — C a support fini.
: [P p(m) (1
Si x) = —f (xn alors x) = —=g (xm).
g()n;f() f<>n§1mg()
Démonstration.
pm) (o pim) (1 pd) (o1 !
—g x| = f xnmm | = 7f xr | = §(r)f xXr :f(x)
Lore() = DB 5 () = EEE7s(+) = Bowf ()
O
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Corollaire. II suit alors de la définition de I1 que I'on a :

m(x) = Zy(nn)ﬂ (x%>

Définition. On note Ri la transformée de Mobius inverse de Li c’est-a-dire :

n
Ri(x) = ¥ H) ey
n>1 n
En appliquant une transformée de Mobius a la formule exacte pour 11, et en notant que
la transformée de Mobius d’une fonction positive qui diverge moins vite que 1/(x —1) en 17
est bornée, on en déduit la formule de Riemann :

Théoreme (Formule de Riemann).

m(x) = Ri(x) — ) Ri(x) +O(1)
P

1.4.5 Estimation de 77(x) et fonction

Dans la formule de Riemann pour la fonction 7t(x), il apparait trois types de termes. Un
terme principal Ri(x) provenant de Li(x), des termes oscillants Ri(x”) qui proviennent des
Li(x?), et des termes négligeables en l'infini provenant de la constante et de l'intégrale.

On a |Ri(x?)| ~ |x|"™¢) /|plog x|, et par conséquent un bon controle sur les parties réelles
des zéros non triviaux de la fonction ¢ donne un bon contrdle sur les termes oscillants, et donc
un meilleur terme d’erreur entre 7 et Ri.

Empriquement, rien que le premier terme Ri(x) = ), @Li(x%) fournit une bien
meilleure approximation de 7r(x) que celle donnée initialement par Gauss, puisque l'on a
de maniére quasi-optimale pour x < 107 :

-~ log(x)

x . . . . . .
On remarque que 5~ sous-estime la fonction 77; on pourrait penser que Li(x) surestime

|7t(x) —Ri(x)] <88 et |m(x) | <339

7T mais en réalité 7r(x) — Li(x) change de signe une infinité de fois; ce fait a été démontré
par Littlewood en 1914, la meilleure borne que 'on connaisse pour l'abscisse de premier
changement de signe est 10°!° (sous I'hypothese de Riemann). C’est ici que les travaux de
Riemann s’achevent, I'objectif suivant est d’estimer les parties réelles des zéros de la fonction
¢ pour obtenir de meilleures estimations de 7. En 1896, De la Vallée Poussin et Hadamard
montrent que la fonction ¢ ne s’annule pas sur la droite ®(s) = 1, ce qui suffit & prouver
le tant convoité théoréme des nombres premiers. En 1899, De la Vallée-Poussin améliore le
terme d’erreur du théoréme des nombres premiers en O(x exp(—c(log x)'/2). La meilleure
estimation de 7t connue a ce jour fut établie par Richert en 1967 :

n(x) = Li(x) + O(x exp (—c’(log x)%¥5(log log x)’1/5>

en prouvant que la fonction ¢ n’admet aucun zéro critique dans la région des s = o + it
vérifiant ¢ > 1 — d(logt)~2/3(loglogt)~!/3. Finalement, I'hypothése de Riemann prévoit que
la distribution des nombres premiers est la « plus réguliére possible » puisque si I’hypothese
de Riemann était fausse, par symétrie par rapport a la droite critique il existerait un zéro non
trivial de partie réelle > 1, ce qui donnerait un terme oscillant |Ri(x*)| ~ |x|®®) /|plog x| de
grande amplitude. L’hypothése de Riemann est en fait équivalente a I’estimation asymptotique
suivante :

mt(x) = &

+ O(Vxlogx)

log x
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Mentionnons pour finir que Erdos et Selberg ont donné en 1949 une preuve dite élémentaire
du théoréme des nombres premiers, c’est-a-dire qui n’utilise pas de fonctions de la variable
complexe.
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1.5 Calcul différentiel quantique (Paul Meunier)

Cette partie a pour objectif de présenter le calcul différentiel sur une algebre involutive,
dit calcul différentiel quantique, développé par Connes dans [10]. La section introduit
quelques définitions. Dans la section les bases algébriques du calcul différentiel quan-
tique et de sa cohomologie associée, la cohomologie cyclique, sont présentées. La section [I.5.4]
rassemble le matériel nécessaire a la section La section [L.5.5] est consacrée a Iélaboration
d’un calcul différentiel quantique sur l'algebre L”(IR), vu comme la contrepartie quantique
du calcul différentiel classique défini sur I'algebre C!(R). L'essentiel de l'article suit le début
des sections 1 et 3 du chapitre 4 du livre fondateur de Connes [11]].

1.5.1 Introduction

L'espace de Hilbert est un merveilleux espace de travail pour les théoriciens de la
mécanique quantique. Il s’est révélé un cadre particulierement adapté et proche du monde
quantique pour en fournir un modele théorique d’une excellence et d'une précision jamais
égalées dans l'histoire de la physique. Un peu comme une scéne de théatre qui sert de lieu
d’expression aux différents acteurs, I’espace de Hilbert est le lieu de 'action des opérateurs.
Et tout comme au théatre, les acteurs ne parlent pas tous en méme temps : 1’ordre dans lequel
les opérateurs sont appliqués est important. C’est ce qui s’appelle la non commutativité
du produit des opérateurs. Elle fait du monde des opérateurs de l'espace de Hilbert un
univers complexe et fascinant pour les mathématiciens, lourd d’une géométrie belle et peu
accessible : la géométrie non commutative. Explorer, découvrir et adapter les outils classiques
a ce nouveau monde a été la principale contribution et ’objet premier de la vie mathématique
d’Alain Connes (pour une courte autobiographie mathématique d’Alain Connes, la lectrice
ou le lecteur intéressé pourra se référer a [12]).

Le calcul différentiel est un des outils mathématiques les plus importants de la physique
classique. Cependant, il repose sur le calcul de la dérivée d"une fonction réelle ou complexe,
et ces nombres commutent : il est donc endémique du monde commutatif. Durant les an-
nées 1980, Connes a développé un calcul différentiel quantique sur l'espace de Hilbert - ou,
plus précisément, sur les algebres d’opérateurs de 'espace de Hilbert. C’est ce calcul qui est
présenté ici.

L'idée fondamentale de Connes est de généraliser les dérivées aux opérateurs de 1'espace
de Hilbert tout en évitant la théorie des distributions. En effet, la construction des distributions
repose sur la structure d’espace vectoriel des espaces de fonctions et ne fait pas du tout appel
a leur structure d’algebre, qui est donnée par la multiplication des fonctions grace a la formule

(f&)(x) = f(x)g(x).

C’est pourquoi le produit de deux distributions n’a que rarement du sens. Dans le but de
ne pas perdre toute l'information contenue dans les propriétés algébriques des espaces de
fonctions, Connes introduit une nouvelle opération différentielle, reposant sur l'intuition phy-
sique. L'équation de von Neumann suivante, équivalente a I’équation de Schrodinger, suggeére
a Connes un lien entre dérivée, passage du temps et non commutativité :

40P _
zhg = [H, p] (1.5.1)

ou H est 'opérateur hamiltonien (qui représente 1énergie) et p la matrice de transition du
systeme. La notation [H, p| représente le commutateur de H et p défini par [H, p] = Hp — pH.
Pour f un opérateur, Connes définit alors sa différentielle par un commutateur :

df = [F, f]
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ou F est un opérateur fixé ayant de bonnes propriétés. La différentielle d'un opérateur devient
un opérateur et on peut alors multiplier les dérivées et user librement de la structure d’algebre
de I’espace des opérateurs de 1'espace de Hilbert. Connes construit alors un complexe gradué
comparable au complexe de de Rahm des variétés différentiables et obtient une théorie coho-
mologique sur les algebres d’opérateurs, la cohomologie cyclique (voir l'article original [10]).
Cette note reprend quelques éléments du chapitre 4 de 1'ouvrage fondateur de la géométrie
non commutative [11]]. La construction algébrique du calcul différentiel quantique est 1’objet
de la section Les sections et traitent de fagon assez détaillée la construction
d’un calcul différentiel quantique sur RR.

1.5.2 Préliminaires algébriques
Espace de Hilbert

L’espace de Hilbert constitue le cadre géométrique qui permet d’accueillir les actions des
algebres involutives.

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes vérifiant
deux conditions :

1. il est muni d"un produit hermitien ;
2. il est complet pour la métrique associée a ce produit.

On rappelle qu'un produit hermitien sur un espace vectoriel complexe H est une fonc-
tion (-,-): H x H — C vérifiant, pour tous vecteurs u et v et tout nombre complexe A :

1. (u,0) = (v,u);
Au,v) = AMu,v);
u,u)>0;

u,u) =0ssiu=0.

- (
2. (
3. (
4. (

La troisiéme condition a bien un sens, puisque, d’apres la premiere, (1, 1) est un nombre
réel.

Il est ensuite aisé de vérifier que la fonction d(u,v) = +/(u —v,u —v) satisfait a tous
les axiomes d'une métrique et qu’elle permet par conséquent de munir H d’une structure
d’espace métrique. La deuxiéme condition pour que H soit un espace de Hilbert est alors la
complétude de I'espace métrique (H, d).

Exemple 1. L'espace vectoriel complexe C", pour n entier, a une structure d’espace de Hilbert lorsqu’on
le munit du produit hermitien canonique (u,v) = Y u;0;. De plus, tout espace de Hilbert de dimension
n est isomorphe C".

Exemple 2. L'espace (*(Z) formé de I'ensemble des suites (u;);cz € C% de carré sommable, i.e. telles
que Yicz |ui|> < oo, équipé du produit hermitien (u,v) = Y ;cp u;0;, est un espace de Hilbert de
dimension infinie.

Exemple 3. L'espace L?(IR) des classes d'équivalence de fonctions mesurables u: R — C qui satisfont

fj;o \u|?> < +oo pour la relation d’égalité presque partout forme un espace de Hilbert lorsqu’on le

munit du produit hermitien (u,v) = [~ u.

— 00

Exemple 4. De maniere plus générale, on considere (X, u) un espace mesuré, localement compact, o-
fini, avec y une mesure de Radon. L'espace 1L*(X, i) est formé sur I'ensemble des classes d’équivalence
de fonctions mesurables u: X — C satisfaisant [, |u|*du < +oco pour la relation d’égalité y-presque
partout. C’est un espace de Hilbert pour le produit hermitien

(u,v) = /Xuﬁ du.
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Cette construction appliquée @ X = Z avec y la mesure de comptage donne l'espace (*(Z). En prenant
X = R et yu la mesure de Lebesgue, on obtient I'espace Lz(]R). Avec X = St le cercle unité de C, et
1 la mesure d’angle, on obtient I'espace 1.%(S,d6), qui s’identifie au sous-espace de L*(R) formé des
classes de fonctions 27t-périodiques.

Remarque 1. L'espace Cc(X) des fonctions continues a support compact est dense dans 1.>(X). Cette
densité est pour la métrique hilbertienne, autrement dit, pour la norme 2. Cela donne une autre
construction de 1*(X) : on peut le voir comme le complété de I'espace (Co(X),|| - ||2) muni de la
norme || - ||2. Ce fait sera utilisé par la suite sans mention explicite.

La théorie élémentaire des espaces de Hilbert (que 'on trouvera dans [3|], chapitre 4,
ou [13], chapitre 5) permet la classification des espaces de Hilbert grace a l'utilisation des
bases de Hilbert. Cette classification fait 1’objet du théoreme |3} qui sera donné sans preuve (il
ne sera pas utile par la suite). Il est utile de mentionner que 1’existence des bases de Hilbert
requiert 'axiome du choix.

Soit H un espace de Hilbert. Une base de Hilbert de H est une famille (e;);c; d’éléments de
H indexée par un ensemble I, telle que :

1. ona (e e) = (5{;
2. six € H est tel que (x,¢;) =0 pour tout i € I, alors x = 0.

Ici, on a (5{ =1sii=jet0sii# j. La premiere condition est donc que la famille (¢;);c; est
une famille orthonormale. La deuxiéme condition est que 1’espace orhtogonal aux (e;);c; est
réduit a 0. On rappelle sans preuves quelques théoremes de la théorie élémentaire des espaces
de Hilbert.

Théoreme 1 (Riesz). Soit ¢: H — C une forme linéaire continue. Alors il existe u € H tel que pour
toutv € H,ona

go(v) = (v,u).

Théoréeme 2 (Parseval). Soit x € H, oit H est un espace de Hilbert muni d'une base de Hilbert

(ei)ic1. Alors on a
x =Y (x,e)e;.
iel

Comme en dimension finie, le théoréme précédent permet la classification des espaces de
Hilbert.

Théoréme 3. Soit H un espace de Hilbert. Alors H admet une base de Hilbert (e;);c indexée par un
ensemble 1, et H est isomorphe a 'espace de Hilbert (>(I), ot I est muni de la mesure de comptage. De
plus, si I et | sont deux ensembles, ¢%(1) et £*(]) sont isomorphes ssi I et | ont méme cardinal. Enfin,
si H est séparable, il admet une base de Hilbert dénombrable.

Remarque 2. Le théoréme |3|a une conséquence trés pratique pour les espaces de Hilbert séparables :
ils sont tous isomorphes & un sous-espace de (*(Z). Comme ce dernier est lui-méme séparable, il
constitue en quelque sorte le plus grand espace de Hilbert séparable, et tout espace de Hilbert séparable
de dimension infinie lui est isomorphe.

Dans la suite, tous les espaces considérés vont étre séparables et de dimension infinie,
et donc isomorphes a (2(Z) par le théoreme [3} C’est pour cela que 1'on parlera de l'espace
de Hilbert avec un article défini. La séparabilité n’est pas une restriction génante : en fait, la
grande majorité des espaces utilisés en mathématiques sont séparables.

35



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

Algebres involutives

N

On est depuis longtemps habitué a associer a C" son algebre d’opérateurs £ (C"),
formée par les endomorphismes de C", et, modulo le choix d'une base, a la représenter
par l'algebre .#,(C) des matrices de dimension n. Un phénomene bien connu du calcul
matriciel est que son produit n’est pas commutatif : les matrices de dimension supérieure
ou égale a 2 ne commutent pas. Le produit matriciel est source de la richesse algébrique
des algebres de matrices. Cependant, la finitude de la dimension est tres restrictive :
par exemple, tous les opérateurs sont automatiquement continus. Cela impose une trop
grande rigidité au modele pour étre adapté au monde quantique, ot I'on rencontre tres
fréquemment des opérateurs non continus, comme la position ou la quantité de mouvement
d’une particule. Ils correspondent respectivement a la multiplication par la fonction identité,
qui est non bornée sur R, et a la dérivation (pour une présentation de ce formalisme, la
lectrice ou le lecteur pourra se référer a [14], section VIII.11). Mais le méme processus
peut étre appliqué a 'espace de Hilbert, qui est, lui, de dimension infinie. C’est le modele
qu’a choisi von Neumann pour la mécanique quantique et qui a eu le succes qu’on lui connait.

Quelques préliminaires algébriques sont nécessaires. Un anneau involutif est un anneau A
muni d’une fonction *: A — A vérifiant les propriétés suivantes pour tous éléments x,y € A :

L (x+y) =x"+y";
2. (xy)" =y'x";
3. (x*)* =nx.

L'application * est donc un antiautomorphisme involutif de A.

Exemple 5. C'est une généralisation algébrique de la conjugaison complexe. L'anneau C muni de la
conjugaison est un anneau involutif, mais aussi les matrices de dimension fixée munies de la transpo-
sition, ou plus généralement les opérateurs linéaires sur l'espace de Hilbert munis de I'adjonction.

Exemple 6. Une fonction mesurable u: R — C est essentiellement bornée pour la mesure de Lebesgue
s'il existe une fonction bornée a: R — C telle que u = a presque partout. On dénote L (R) I'ensemble
des classes d’équivalence de fonctions essentiellement bornées pour la relation d’'égalité presque partout.
L’addition et la multiplication des fonctions passe au quotient pour munir L=(IR) d'une structure
d’anneau commutatif. La fonction constante égale a 1 correspond a I'unité. Pour a € L= (R), on définit
a*: x — a(x). On vérifie aisément que * munit L™ (IR) d'une structure d’anneau involutif.

Un sous-anneau B de A sera dit involutif s’il est stable par I’opération *, i.e. vérifie B* = B.
La restriction de * & B munit alors B d"une structure d’anneau involutif compatible avec celle
de A.

On considere A un anneau involutif commutatif et on note * son involution. Une algébre
involutive L sur A est une algebre associative sur A munie d’une involution *: L — L com-
patible avec 'action de A (ce qui justifie I'abus de notation) et la munissant d’une structure
d’anneau involutif, c’est-a-dire satisfaisant les propriétés suivantes pour tous u,v € L et tout
a€A:

1. (u+0)* =u*+0*;
2. (uv)* =v*u*;

3. (u*)* =u;

4

. (au)* = a*u*.
On remarquera 1’abus de notation exploité pour la derniere propriété.

En pratique, I'anneau de base est presque toujours 1'anneau des nombres complexes muni
de la conjugaison complexe.
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Exemple 7. L'algebre .#,(C) est en fait une algebre involutive sur I'anneau des complexes.

Exemple 8. L'anneau L™ (R) a aussi une structure naturelle d’espace vectoriel complexe qui en fait
une algebre involutive sur C.

De méme, une sous-algebre de L sera dite involutive si elle est stable par 1'involution de L.
On la munit alors d"une involution par restriction de celle de L.

Exemple 9. Pour a € L®(R), on obtient un opérateur linéaire (abusivement) noté a: L*(R) —
L2(R) défini par (a.u)(x) = a(x)u(x), pour u € L*>(R) et x € R. Il est immédiat que a.u € L*(R) et
que 'opérateur a est continu de norme ||a||. Il est un peu moins immédiat (mais c’est un bon exercice)
de vérifier que deux éléments différents de L (R) donnent deux opérateurs différents sur L?(R), que
le produit dans L= (R) correspond a la composition des opérateurs, que 1 est envoyé sur l'opérateur
identité, et que I'adjoint de I'opérateur fourni par a correspond a I'opérateur fourni par a. Ces éléments
permettent d'identifier L (R) @ une sous-algebre involutive (commutative) avec unité de £ (L*(R)),
l'algebre des endomorphismes continus de L*(R).

Différentielle quantique

On désigne par # l'espace de Hilbert et par .# = £ () l'algébre formée par les en-
domorphisms continus de # munis de la composition. Rappelons que 'adjonction fait de
A une algébre involutive sur C. C’est sur les sous-algebres involutives de .# que le calcul
différentiel quantique va étre développé.

Soit o/ C .# une sous-algebre involutive de .#. Un calcul différentiel va étre possible sur
o/ grace a la donnée d'un opérateur F € ./ satisfaisant a :

1. F* =F;
2. F2 =1d.

Ces conditions sont équivalentes a demander a ce que F soit un opérateur unitaire auto-
adjoint. Un tel triplet (7, </, F), ou S est un exemple de l'espace de Hilbert séparable,
o/ C . est une sous-algebre involutive, et F € ./Z est unitaire et auto-adjoint, sera appelé un
triplet spectral dans la suite de cette note.

Pour a et b € .# deux opérateurs, on notera [a,b] = ab — ba le commutateur de a et b. La
différentielle quantique d’un élément a € o/ est alors définie par 'opérateur

da = [F,al.

De maniere abusive, le terme de différentielle quantique pourra référer, suivant le contexte, a F
directement, ou a l'opération a — da.

1.5.3 Calcul différentiel quantique

I est temps d’en arriver au coeur du probleme. On présente ici 'opération différentielle
introduite par Connes sur les sous-algebres involutives de .# . Elle satisfait bien aux axiomes
d’une différentielle et permet de construire un complexe gradué de de Rham donnant lieu a
une théorie cohomologique : la cohomologie cyclique (découverte par Connes en 1981, voir
[100).

Soit (#, <7, F) un triplet spectral. Voici comment Connes construit son complexe (Q*,d)

avec (OF = @0 QF et d la différentielle quantique. On pose d’abord Q% = &/ et on définit,
pour a € &/, la différentielle de a par da = [F,a].
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Vérifions dans un premier temps que la définition de d satisfait bien aux axiomes d’une
différentielle, c’est-a-dire que d est une opération linéaire, de carré nul, qui satisfait a la régle
de Leibniz. Pour la linéarité, avecaetb € & et A € C,on a:

d(a+ Ab) = [F,a + Ab]
= F(a+ Ab) — (a+ Ab)F
= (Fa —aF) + A(Fb — bF)
= [F,a] + A[F, b]
= da + Adb,

ce qui prouve la linéarité de 4.
Pour la regle de Leibniz, il vient :

d(ab) = [F,ab]
= Fab — abF
= (Fa —aF)b+ a(Fb — bF)
= [F,a]b + a[F, b]
= (da)b + a(db),

donc d satisfait bien a la regle de Leibniz. Enfin, pour vérifier que son carré est nul, il est
nécessaire de définir QOF pour k > 0 et d’y étendre la définition de d.
Pour k > 0, on pose

OF = Vect{ag[F,a1] ... [F,a]|ao, ..., ax € o} x {k}.

Rajouter un indice k permet de faire une somme directe; le méme opérateur peut apparaitre
plusieurs fois, pour différentes valeurs de k, mais les relations algébriques sont préservées.
Pour w € OF, on définit dw = Fw — (—1)¥wF. On étend le produit naturellement. Ici, il y a
quelques points a vérifier.

En premier lieu, il faut vérifier que, pour w € QF et ' € OF, le produit ww' est
bien dans (Y**. On peut supposer que w est de la forme w = ag[F,a1]...[F, a5 et ' =
bo[F,b1]...[F,by]. On constate alors qu’il suffit de traiter le cas w’ € 7. Par récurrence finie,
le résultat découle de la regle de Leibniz : poura, b € &/, on a

[F,a)b = (da)b = d(ab) — a(db) = [F,ab] — a[F,b] € QL.
On peut méme écrire la formule un peu plus générale :
k

(Elo[F,Eﬁ] . [F,ak])akﬂ = 2(—1)k_ja0[13,a1] NN [P,Cl]'ﬂ]' + 1] NN [F,le+1]
j=1

+ (=D¥agay [F,a3] . . . [F, axi4].

Ensuite, il faut vérifier que tout cela est cohérent avec la définition de la différentielle
quantique. Il est clair qu’elle est toujours linéaire (et que la formule est aussi valide pour
k = 0). Pour w € QF, vérifions que dw € QOft1. Pour a € &7, comme F2 = 1, il vient :

F[F,a) = F(Fa — aF) = a — FaF = —(FaF —a) = —(Fa — aF)F = —[F,alF.
On en déduit que, pour w de la forme ag[F,a1] ... [F, ], on a

wF = (ag[F,a1]...[F,a])F = (=1)*agF[F,a1] ... [F, a],
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d’ott on parvient aisément a dw = [F,ao][F,a1] ... [F,a] € Q1.
La différentielle d est maintenant une différentielle graduée, c’est-a-dire qu’elle satisfait a
la regle de Leibniz graduée :

d(ww') = F(ww') — (=1 (ww')F
= (Fw — (—1)*wF)o' + (-1 w(Fo’ — (=1)¥ &'F)
= (dw)w' + (—1)fw(dw').
Enfin, son carré est bien nul : on considére encore w = ag[F,ay]...[F,a;] € OF, eton a

d*w = F(dw) — (=1)"(dw)F
= F(Fw — (=1)*wF) + (=1)"(Fw — (—=1)*wF)F
= w — (~1)*FwF + (—1)"FwF — w
=0.

On a ainsi une algebre graduée ascendante munie d'une différentielle. Comme pour la
cohomologie de de Rahm, la cohomologie cyclique de .o est définie par la suite de groupes
H¥(o7) = Ker di/Im di_q, pour k > 0, avec di: QF — Q! la restriction de la différentielle
a OF (pour donner un sens a H?, on prend pour d_; le morphisme trivial de 0 dans .«7).

Pour la lectrice ou le lecteur intéressé, I'annexe A du chapitre 3 de [11] déja mentionné
donne une construction de la cohomologie cyclique en termes de foncteurs dérivés sur une
bonne catégorie, la catégorie cyclique. Le calcul différentiel quantique s’exprime tres bien en
termes catégoriques, ce qui lui permet d’étre utilisé dans des cadres tres variés (par exemple
en géométrie tropicale par Connes et Consani pour s’attaquer a I’hypothese de Riemann).

1.5.4 Calcul différentiel quantique sur R : préliminaires calculatoires

Cette section est une préparation a la section suivante, dont le but sera de développer et
présenter un calcul différentiel quantique sur les fonctions d"une variable réelle. Afin de mener
cette tache a bien, de nombreux résultats classiques d’analyse seront nécessaires. Comme leur
preuve est parfois longue et laborieuse, on ne l'inclura pas ici. L'objectif de cette section est
de les énoncer précisément de fagon a pouvoir s’en servir lors de la construction du calcul
différentiel quantique sur R.

Préliminaires concernant certains opérateurs sur L?(IR)

Un outil fondamental en analyse réelle est la transformée de Fourier. On la note
Z: L*(R) — L*(R). On rappelle sans preuve les propriétés suivantes. La transformée de
Fourier .# d’un élément u € L?*(R) est donnée pour presque tout x € R par

A .
F(u)(x) = lim u(y)e 2™ dy.
(W)= tim [ u(y)e vy
Cette limite existe et est finie. L'opérateur .% est alors un opérateur linéaire continu de Lz(]R)
dans lui-méme. Il est unitaire, c’est-a-dire qu’il est inversible, d’inverse continu, et que son
inverse est égal a son adjoint. Cet inverse est donné par

A
ag—1 - 1 2i7‘[xyd )
Fow)(x) = hm [ uly)e™dy
Pour x € R, on définit 'opérateur de translation 7,: L?(R) — L*(R) par 7(u)(y) =
u(y — x), pour u € L*(R) et y € R. C’est clairement un opérateur linéaire continu de L*(R)
dans lui-méme. Pour A > 0, on définit I'opérateur de dilatation A,: L*(R) — L?*(R) par
Ax(u)(x) = u(Ax). C’est aussi un opérateur linéaire continu.
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Lemme 1. Soit x € R et A > 0. On note ex € L™(R) la fonction définie par ex(y) = e~ ™Y pour
y € R. Il vient :
FuTF L=, FNNF =171,

L’élément essentiel de la construction du calcul différentiel quantique sur R repose sur
I’établissement de l'opérateur différentiel F: J# — J# satisfaisant F> = Id et F = F*. Dans
le cas de R, on aura .## = L*(R) et F sera donné par un opérateur appelé la transformée
de Hilbert, que 'on va pour l'instant noter H. On définit sgn € L*(R) par sgn(x) = 1 si
x > 0,sgn(x) = —1six < 0 etsgn(0) = 0. Rappelons qu'un élément de L*(R) définit
un opérateur continu sur L*(R) (voir 'exemple @) La transformée de Hilbert H est définie
comme |'opérateur

H=7's¢gn?,

obtenu en appliquant successivement la transformée de Fourier, la multiplication par la fonc-
tion signe, puis la transformée de Fourier inverse. Il est clair que H: L?(R) — L*(IR) est
un opérateur linéaire continu et qu’il est unitaire (car sgn(R) C R). Comme sgn? = sgn,
on a H? = 1. La transformée de Hilbert H satisfait donc bien 8 H> = 1 et H* = H. On va
maintenant donner une formule explicite de la transformée de Hilbert.

Proposition 1. Soit u € L*(R). Pour presque tout x € R, on a

Hu)(x) = — /+°° H08) g,

imJ)-w S—Xx

oii l'intégrale est prise au sens de la valeur principale de Cauchy, plus exactement :

H(u)(x) = 1im/| us) 4

o Z7T e—0 sfx‘>g S—X

Cette limite existe et est finie.

On remarque que H est donné par la convolution avec la fonction x — . La preuve est

particulierement calculatoire, la lectrice ou le lecteur est encouragé a essayer. Un conseil est
de calculer d’abord H(u) pour u € C!(R), les fonctions de classe C! a support compact, et
d’utiliser ensuite la densité de C!(R) dans L?(R). Il va sans dire que les bornes infinies sont a
prendre en tant que limites.

Deux théorémes d’approximation

On aura besoin de deux théoremes d’approximation classiques. Le premier établit la den-
sité des polyndmes trigonométriques dans l’espace des fonctions continues périodiques pour
la norme uniforme.

Théoréme 4 (Théoreme de Weierstrass trigonométrique). Soit f: R — C une fonction continue
T-périodique pour un certain T > 0. Soit € > 0. Alors il existe un polynéme trigonométrique T-
périodique, défini par P(y) = Yr_ axek™ pour y € R, avec les ay € C, tel que ||P — fllo < &.

Le théoreme suivant est un théoréme de théorie de la mesure. Il permet d’approximer les
fonctions mesurables par des fonctions continues. Pour faire de la théorie de la mesure, on va
considérer (X, u) un espace topologique localement compact muni de la tribu borélienne, avec
u une mesure de Radon o-finie. C’est par exemple le cas pour R" avec la mesure de Lebesgue.

Théoréme 5 (Lusin). Soit f: X — C une fonction mesurable bornée a support compact. Soit € > 0.
Alors il existe g € C.(X) telle que :

— gl < lIflle
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— plx e X[ f(x) #g(x)}) <e

Les deux théoremes précédents vont nous permettre de montrer le lemme suivant. On
rappelle que L(RR) agit sur L*(R) par multiplication ponctuelle (voir exemple @) On rappelle
aussi que C.(R) est dense dans L?(IR) (voir la remarque [1/; dans le cas de R, on peut prouver
ce résultat plus directement avec le théoreme de Weierstrass classique).

Lemme 2. Soit a € L (R). Il existe une suite de polyndmes trigonométriques (Py)neN telle que :
— ||Pulloc <1+ ||a||co pour tout n € N;

— pour tout u € LZ(]R), on a limy,_,e Py.u = a.u pour la norme 2.

Démonstration. On va approximer 4 en plusieurs fois. Pour n € N, on pose a, = a.1)_,, ,. Par
le théoreme |5|appliqué a ay, il existe f, € C.(RR) telle que, en notant A la mesure de Lebesgue
sur R,ona:

— [Ifallo < llanlleo < flalleo;

— AM{x eR | fulx) # an(x)}) < 5.
Maintenant, on construit g, de la fagon suivante. Pour x ¢ [n — 5, 7], on pose g, (x) =
fu(x). On définit ensuite g, sur [n — 5, 1] comme l'unique fonction affine telle que g,(n —
) = fu(n— 5) et gu(n) = fu(—n). On constate que g, est continue et que [|gu e < || fulloo <
|a||co- De plus, en notant E,, = {x € R | gu(x) # a,(x)}, ona

MEn) < A{x € R fulx) 7 an(x)}) +A([n — %/n])

<1+1
2n  2n
1
n

Par construction, on a aussi g,(—n) = g,(n).

On pose enfin h,(x) = gu(x — 2kn) avec k € Z 'unique entier tel que x € [—n + 2kn, n +
2kn[. La fonction h,: R — C obtenue est 2n-périodique et continue (parce que g,(—n) =
gn(n)). De plus, elle vérifie |||/ < ||a]|co-

Par le théoreme [ il existe P,,: R — C un polynéme trigonométrique 2n-périodique tel
que ||Py — Iyl < 1. De plus, on a immédiatement || Py [0 < 14 ||h1n |0 < 1+ |||co. Montrons
que la suite (P,),en convient.

Soit u € C.(R). Pour tout n € IN, il vient :

[1Pn (1) = au)ll2 < [P ) = hon(u) |2 + ([ () = @n(u) 2+ [|an (u) — au)]l2.

Il suffit donc de montrer que chacun des trois termes du membre de droite tend vers 0. On
prend 1y € IN tel que Supp u C [—np, ng|. Alors, pour tout n > ng, on a a,(u) = a(u), donc le
dernier terme est nul a partir d’un certain rang. Ensuite, il vient

1
1P (1) = B () [l2 < ([P = Bl oo ull2 <~ [[1ll2 =100 0.
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Enfin, comme n > ng, on a h,(x) = gu(x) pour x € [—np, no|, et on obtient
1
no 5 2 2
3 = an i) = ([ (2 = o 6) Pl Pt
o

N </ |8n (%) —an(x)|2!“<x)‘2dx>2
<\/A7||gn | o[ 14| o0

\fllﬂ\loollulloo

—?n—oo 0

On en conclut que pour tout u € C.(R), on a lim, s || P, (1) —a(u)|2 = 0.

Pour finir, il reste & montrer que c’est vrai sur tout L?*(R) et pas seulement C.(R). Soit
u € L*(R) et e > 0. Comme C.(R) est dense dans L*(R), il existe v € C¢(IR) tel que ||u — ||z <
m. Comme v € C.(R), par ce qui précede, on peut prendre ny € IN tel que pour tout

n > np,ona ||Py(v) —a(v)|| < 5. En utilisant le fait que || Py|lcc < 14 ||a]|co, il vient :

[[Pn(u) = a(u)|l2 < |[Pa(u) = Pu(0) |2 + [|Pu(v) — a(0) |2 + [|a(v) — a(u)]]2
< [[Puleoflue = o]l2 + ; + llalleole = 0[]
£

&
< 2 Pl +llalle) 5501

2
<.

Ainsi, on en conclut que lim, . ||Py(#) — a(u)||» = 0 pour tout u € L*(IR), ce qui est le
résultat voulu. O

Un théoréeme de Lebesgue

Ce théoréme sera utilisé seulement pour donner une preuve suffisamment concise de la
proposition 4 La lectrice ou le lecteur pourra trouver une preuve d’un résultat légerement
plus général dans [3], théoreme 7.7.

Théoréme 6. Soit f: R — C mesurable telle que [ |f| < +oo. Alors pour presque tout x € R, on a

=lim - /
e—0 & f
Opérateurs a noyau

On considere (X, i) et (Y, v) deux espaces localement compacts mesurés, avec y et v des
mesures de Radon c-finies non nulles (par exemple X et Y sont des ouverts de R" et R™,
avec la mesure de Lebesgue). On commence par rappeler un théoréeme fondamental. Soit
f: X xY — C une fonction mesurable pour y X v. Pour x € X, on note f, la fonction définie
sur Y par fx(y) = f(x,y), et pour y € Y, on note f¥ la fonction définie sur X par f¥(x) =
f(x,y). Par construction des mesures produit, pour tout x € X et tout y € Y, les fonctions
fx: Y = Cet f¥: X — C sont mesurables (pour v et y respectivement, avec la mesure de
Lebesgue sur C).
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Théoreme 7 (Fubini). Soit f: X x Y — C une fonction mesurable pour y x v. Supposons que
Sy Ifl d(u x v) < +oo. Alors pour presque tout x € X, on a [, |fy| dv < oo, pour presque
touty € Y, ona [y |fY| du < 4o, et

oy S A xv) = /yey</xfy dﬂ)«ﬁ/(y) = /xex(/yfx dv)dy(x).

De plus, si f > 0, cette égalité est vraie méme dans le cas oit [y f d(y X v) = +o0.

Corollaire 1. Soit k € L?(X x Y, u x v). Alors pour presque tout x € X, on a ky € L2(Y,v), pour
presque tout y € Y, on a k¥ € L*(X, ), et il vient

KBy = [ elBydn() = [ IR xdv(y).
xeX yeYy

Démonstration. Dire que k € L*(X x Y, u x v) revient a dire que [y, |k[?d(u x v) < +oo. 11
suffit alors d’appliquer le théoreme [7]a |k|%. O

On en arrive aux opérateurs a noyau.

Lemme 3. On suppose que k € L>(X x Y, u x v). Alors Uopérateur T: L*(Y) — L*(X) défini par
T(u)(x) = /Yk(x,y)u(wdy

pour u € L2(Y) et presque tout x € X est bien défini, linéaire et continu, de norme < ||k||2,xxy-

Démonstration. Soit u € L2(Y) et soit x € X. Par le corollaire [1, on a k, € L*(Y,v). Par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

[, I ppatoavt < ( ) ([ e’ = 1adalul <-+oo

ce qui prouve que T(u): X — C est bien défini. Par inégalité triangulaire, on en conclut aussi
que
| T() ()] < [lxll2[lull2.

Il est clair que T est linéaire. Montrons maintenant que T(u) € L*(X, u). Il vient :

[ TP < [k lBlelBdu)
xeX JxeX
= HuH%/ |k|?d(u x v) par le corollaire [I]
XxY

= [[ullZ N2 x v
< o0.

On en conclut que T(u) € L*(X,u) et que || T(u)|2ax < ||kllaxxv|/®]l2y, ce qui termine la

preuve. O

On dit que T est un opérateur a noyau et que k est son noyau.

Afin d’avoir affaire a 'espace de Hilbert séparable, on va supposer maintenant que X et
Y sont séparables. Cela implique que les espaces L*(X, 1) et L?(Y,v) admettent des bases
de Hilbert dénombrables. Pour u € L?(X,u) et v € L?(Y,v), on définit u ® v: X x Y — C
par (1 ®v)(x,y) = u(x)v(y). Le théoreme [7| et son corollaire |1l montrent en fait que u @ v €
L2A(X XY, u xv).
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Théoréme 8. Soit (e;)ien et (f;)jen des bases de Hilbert de L%(X, ) et de L*(Y, v) respectivement.
Alors (e; ® fj) (i jjene est une base de Hilbert de L2 (X x Y, u xv).

Démonstration. L'orthogonalité de la famille (e; ® f;) est une conséquence directe du théoreme
de Fubini. Il reste a prouver que si u € L*(X x Y, u x v) est orthogonal a tous les ¢; ® fj, alors

u = 0. Considérons donc un tel u € L*(X x Y,y x v). Il suffit de montrer que ||ul|2xxy = 0.
Soit 7, j € IN. On note T, 1'opérateur de noyau u (dont 1'existence est justifiée par le théo-
reme [3). En appliquant le théoreme de Fubini, il vient :

0= (ue®f)

= Jgexy “EPER WG x V) y)

= [ (L, et esiants)

~ [ TR @aEx)du(x)
xeX
= (Tu(fj), &)
Ceci étant vrai pour tout i € IN, comme (e;);cin est une base de Hilbert de L?(X, 1) et que par
le théorémeon a Tu(f;)) € L*(X), on en conclut que T,(f;) = 0.
Soit F; = {x € X | (ux, f;) # 0}. On sait que pour tout j € IN, I'ensemble F; est de

mesure nulle. Comme IN est dénombrable, on a que F = Ujcn Fj est aussi de mesure nulle.
Soit x € X\F. Pour tout j € IN, on a (uy, f;) = 0. Maintenant, comme la famille (f;);jen est
une base de Hilbert de L?(Y, v) et que par le corollaire [1jon a u, € L?(Y,v), on en conclut que
uy = 0. En particulier, on a ||ux||z,y = 0 pour tout x € X\F, donc pour presque tout x € X. Il
vient :

0= [ sl ydpa(x) = 11l v
xeX

par le corollaire 1} Comme || - ||2,xxy est une norme, on en conclut que u = 0. Ainsi, ’ortho-
gonal de la famille (e; ® f;) est réduit a {0}, ce qui conclut la preuve. O

Remarque 3. Le théoreme |8 montre que L>(X x Y, u x v) ~ L2(X,u) ® L2(Y,v), oit le produit
tensoriel est au sens de produit tensoriel d’espaces de Hilbert (i.e. la complétion du produit tensoriel
en tant qu’espaces vectoriels pour la métrique issue du produit hilbertien défini par (x @ X',y ®@y') =

(x,x") (v, y"))-

Théoreme 9. Soit T: L*(Y,v) — L2(X, u) un opérateur a noyau, de noyau k € L*(X x Y). Suppo-
sons que T = 0 en tant qu’opérateur. Alors pour presque tout (x,y) € X x Y pour la mesure y X v,
onak(x,y)=0.

Démonstration. C’est en fait implicitement prouvé dans la preuve du théoreme 8 Soit (¢;)ien
et (f;)jen des bases de Hilbert de L%(X, 1) et de L?(Y, v) respectivement. Par le théoréme E la

famille (e; ® f;) i jen2 est une base de Hilbert de L3(X x Y, u x v). Pour (i,j) € N?, il vient :

(e o= [ KEyEEFEG V) Y)

= / T(f;)(x)e;(x)du(x) par le théoreme de Fubini
xeX

= (T(fj), &)
=0

car T = 0. On en conclut que k = 0 € L*(X x Y, u x v) donc k = 0 presque partout sur X x Y
pour p X v. O]
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On utilisera un dernier lemme bien utile.

Lemme 4. Soit f: X X Y — C mesurable telle que f = O presque partout pour p x v. Alors il existe
x € X tel que f, = 0 presque partout pour v, et c’est en fait vrai pour presque tout x € X pour .

Démonstration. Soit E = {(x,y) € X x Y | f(x,y) # 0}. Soit ¢ = 1¢ l'indicatrice de E (remar-
quons que E est mesurable car f l'est). Par hypothese, on a

[ @ duxv) = (uxv)(E) =0

Comme ¢ > 0, on peut appliquer le théoréme |7} et il vient :

O:/Xxyfpd(yxv):/xex(/yqurh/)dy.

Ceci montre que la fonction positive x — [, ¢ dv est d'intégrale nulle. On en conclut qu’elle
est nulle presque partout pour y sur X. Donc pour presque tout x € X pour y, on a:

0= [ s dv=vl{ye Y| fixy) #0})

ce qui implique que fy est nulle pour presque tout y € Y pour v. Si de plus on a y(X) > 0 (ce
qui est toujours le cas en pratique), il existe x € X tel que f;, = 0 presque partout sur Y pour
V. [

1.5.5 Calcul différentiel quantique sur R

Dans cette section, on va construire un calcul différentiel quantique sur R. Ce cas particu-
lier est aussi le plus élémentaire, en ce sens qu’il pourra étre rapproché et comparé au calcul
différentiel classique, initialement développé pour les fonctions différentiables sur R. Un phé-
nomene assez intéressant va se produire : si I'on demande a ce que le calcul obtenu commute
avec les translations et dilatations (ce qui sera motivé par comparaison avec le cas classique),
il y a unicité du calcul différentiel quantique sur R.

Dictionnaire pour la droite réelle

On cherche a étudier un cas simple : les fonctions d"une variable réelle. Comme on veut un
espace de Hilbert, un espace naturel est I’espace L*(IR) (voir ’exemple . Les fonctions d"une
variable réelle agissent naturellement de facon linéaire sur L?(R) : sous réserve que 'image
soit de carré intégrable, on identifie une fonction mesurable f: R — C a 'opérateur

u— (s f(s).u(s)).

Maintenant, on souhaite que f.¢ soit aussi de carré intégrable et que 1’action soit continue,
autrement dit, on souhaite que f: R — C corresponde a un opérateur borné. Une condition
suffisante est que f soit essentiellement bornée, i.e. corresponde a un élément de l'algébre
L*(R) (voir I'exemple [9). On verra plus tard (corollaire ) que cette condition est en fait
nécessaire. Dans le reste de cette section, on va développer un calcul différentiel quantique sur
l’algebre involutive L (IR). Les différents acteurs sont regroupés dans le tableau ci-dessous :
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Espace de Hilbert H L*(R)
Algebre involutive o L*(R)
Différentielle quantique F F(u)(x) =+ e %dt

Différentiellede a € &  da=[F,a]  da(u)(x) = £ _Jr;o wu(y)dy

Noyau de la différentielle ~ H°(«) R
Différentielles de rang 1~ Rg(da) =1 a(x) = 222 non affine avec 72 ¢ R
L’algebre L™ (RR)

On note /# = L*(R) et .# = .£() 'algébre des endomorphismes continus de L*(R).
Pour S C .#, on définit son commutant S' par 8" = {a € .# | Vs € S, as = sa}. Voici
maintenant le théoréeme fondamental concernant 1’algebre L (IR).

Théoreme 10. L'algebre L™ (IR) est égale a son commutant au sein de £ (L*(R)).

Démonstration. Notons A = L*(R). Soit T € A’. Commengons par une remarque assez €lé-
mentaire. L'opérateur identité correspond a la multiplication par la fonction constante 1 € A.
Si R était de mesure finie, on aurait aussi 1 € LZ(IR), et, pour u € A, on aurait :

T(u) =T(lu) =u.T(1)

puisque T € A’. Par densité de L®(R) dans L?(R), on aurait que T(u) = T(1).u pour tout
u € L*(R). Sous réserve que T(1) € L*(R), on aurait le résultat voulu. Plutdt que d’essayer de
changer la mesure, on va ici présenter une preuve utilisant, non pas la fonction 1 directement,
mais une suite appropriée l'approchant.

Posons u, = 1j_,, pour n > 0. Remarquons que pour tout n € IN on a [[uyl[c = 1 et
|tn||2 = v2n. Cela implique u, € L®(IR) N L?(IR). Maintenant, on peut appliquer ’opérateur
T, et on pose f, = T(u,) € L*(R). Montrons que 'on a f, € L*(R). On va en fait montrer
que || fullee < ||T||, avec || T|| la norme d’opérateur.

Soit n € N et ¢ > 0. On pose C = ||T|| + e. Considérons E C R un sous-ensemble
mesurable de mesure finie tel que f,(x) > C pour tout x € E (remarquons que E peut étre

vide). Définissons maintenant ¢: R — C par g(x) = 0 pour x ¢ E et g(x) = % pour x € E.

On obtient gf, = 1g, et |||l < %, donc ¢ € A. En notant A la mesure de Lebesgue sur R, il
vient :

ME) = 1[5 = llgfall3 = 8T (un)lI3 = I T(gun) 3
< HTHZ(/ |gun|?dA) par continuité de T
R
< HT||2(/ |g|?d\) car |u,| < 1 et g est nulle en dehors de E
JE
< ITIPIgIZA(E).

Par construction, on a :
1 1 1

[ <
C Tl +e T

gl13 <
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et donc || T||?||g||% < 1. Puisque I'on vient de montrer que A(E) < ||T||?||g||%A(E), on obtient
A(E) = 0. Cela implique || fx|le < C = ||T|| 4 ¢. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en conclut
que || full < |IT||- Remarquons que cette borne ne dépende pas de n.

Maintenant, on va construire une fonction f appropriée. Si 'ona m, n € N avec m < n, il

vient immédiatement u,,u,, = u,. Comme on a pris T € A’, on peut écrire
Unfm = unT () = T(Uptty) = T(ttn) = fo.

Ainsi, pour presque tout x € [—n,n], on a f,,(x) = fu(x), et pour presque tout x ¢ [—n,n|, on
a fu(x) = 0. On en conclut que pour presque tout x € R, la suite n — f,(x) stationne dés lors
que n > x. On pose alors f(x) cette valeur (elle vaut en fait f,(x) pour tout n > x).

La fonction f ainsi obtenue satisfait de bonnes propriétés. Déja, on a |f,(x)| < ||T|| pour
tout n € IN et presque tout x € R, donc |f(x)| = limy—e [fu(x)] < ||T]|. Cela montre que
lflle < [|T]| et donc f € L*(R). Ensuite, soit 4 € C.(R) une fonction continue a support
compact. On a en particulier a € L*(R) NL?(IR). Soit n € N tel que a soit nulle en dehors
de [—n,n]. Maintenant, pour presque tout x € [—n,n], on a f(x) = f,(x), donc f(x)a(x) =
fa(x)a(x). Comme a est nulle en dehors de [—n,n], on en conclut que af = af, presque
partout. En utilisant le fait que a = au, et que a € L”(R), il vient :

T(a) = T(au,) = aT(u,) = af, = af.

Cela montre que l'opérateur T coincide avec ’opérateur de multiplication par f € L*(R) sur
C.(R). Or, les opérateurs f et T sont continus sur L?(R). Comme C,(R) est dense dans L?(IR)
et que ce sont des espaces séparés, T est égal a I'opérateur de multiplication par f sur tout
L2(R). On en conclut que T € L®(R). O

Corollaire 2. Soit f: R — C. On suppose que 'action linéaire de f sur CR définie par (f.u)(x) =
f(x)u(x) envoie L2(IR) sur lui-méme et y définit une action linéaire continue. Alors f est mesurable
et f € L”(R).

Démonstration. Déja, le fait que f définit une action sur L?(R) implique que f est mesurable.
En effet, en notant u, =1,_, ] € L%(R), on a par hypothese f.u, = f|[=n,n) mesurable, donc f
est mesurable.

Maintenant, on suppose que l'action définie par f est continue. Soit 2 € L*(R) et u €
L?(R). Pour presque tout x € R, on a

(fa)(u)(x) = f(x)a(x)u(x) = a(x)f(x)u(x) = (af)(u)(x).

On en conclut que les opérateurs définis par f et 2 commutent au sein de .Z(L?*(R)). Ceci
étant vrai pour tout 2 € L*(R), on en conclut que f € L*(R)" = L*(R) par le théoréeme
Ainsi, ona f € L”(R). O

La transformée de Hilbert

La transformée de Hilbert est un opérateur essentiel en théorie du signal et bien connu
des analystes. Elle est définie par H = .7 ~!sgn.#. On rappelle que c’est alors un opérateur
unitaire qui satisfait a H> = 1 et H* = H. Ce qui va nous intéresser est sa relation avec les
opérateurs de translation et de dilatation.

Proposition 2. La transformée de Hilbert commute avec les opérateurs de translation et de dilatation.
Autrement dit, pour tout x € R et tout A > 0, ona Hty = 7oH et HA) = A\ H.
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Démonstration. On a H = % sgn.%. Par le lemme|l, on a 7, = % le,.#. Comme ey, sgn €
L*(R) et que L*(R) est une algeébre commutative, on en conclut que eysgn = sgne,. En
conjuguant par .# ~!, on obtient T, H = HTy, qui est le résultat voulu.

Par la méme proposition (1, on a aussi Ay = A~L.Z 1A, 1.Z. Comme tous les opérateurs
sont linéaires, pour que A, commute avec H, en conjuguant par . 1, on trouve qu'il suffit
de vérifier que sgn commute avec A, 1. Puisque A~! > 0, on a sgn(A~1x) = sgn(x) pour tout
x € R. Cela conclut la preuve. O

Différentielle classique

Ce paragraphe discute l'invariance par translations et dilatations du calcul différentiel
classique. En imposant ces conditions au calcul différentiel quantique, on obtiendra son unicité
au paragraphe suivant.

Remarquons que, pour 2 € R et A > 0, les opérateurs 1, et A, préservent la différentiabi-
lité : ainsi, on obtient des opérateurs linéaires 7,: C!(R) — C!(R) et A): C}(R) — C!(R).
Maintenant, fixons f € C!(R). En notant df la différentielle de f, pour x, h € R, on a
dfx(h) = f'(x)h, ce que 'on note classiquement

df(x) = f'(x)dx.

Ici, la notation dx représente la différentielle de la fonction x — x, qui correspond a l'identité.
En utilisant ces notations classiques (méme si légérement abusives), on a d(x —a) = dx et
d(Ax) = Adx, ce que l'on peut écrire

T.(dx) = dx, Ay(dx) = Adx.
On énonce alors le résultat principal sous forme de lemme.

Lemme 5. Soit f € C'(R). Poura € Ret A > 0,0na
d(w(f)) = w(df), d(Br(f)) = Baldf).

Démonstration. Soity € R.On a:
A(t(f)y = w(f) (y)dx = f'(y — a)dx
= (f) (y)Taldx) = Ta(f'dx)y
= Tu(df)y/
ot 'on utilise la convention 7,(f'dx) = 7,(f’)7.(dx). Ensuite, on a aussi :
A(Ar(f))y = Ba(f) (y)dx = Af'(Ay)dx
= f'(Ay)(Adx) = Ar(f')(y) A (dx)
= A/\(f,dx)y = A/\(df)y-
O

A vrai dire, dans le paragraphe précédent, le sens exact des notations n’a pas été totalement
explicité : il pourrait I'étre (c’est un excellent exercice de formalisme différentiel, laissé a la
lectrice ou au lecteur intéressé), mais on 1'a évité par faute de place. En effet, il n’est pas trés
intéressant dans notre contexte : notre vrai but était d’arriver au lemme 5, qui permet d’écrire
les relations de commutativité

d7,(f) = ndf, dA(f) = Ardf. (1.5.2)

Ce sont ces relations qui vont servir de point de départ a 1’établissement du calcul différentiel
quantique sur R.
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Différentielle quantique sur R

Replagons-nous dans le cadre quantique, sur ’espace de Hilbert L?(R), muni de I'action de
L*(R) par multiplication ponctuelle. Notre objectif est de trouver notre opérateur différentiel
F: L*(R) — L2(R) satisfaisant F* = F et F2 = 1. La différentielle de f € L*(R) sera alors
I'opérateur df = [F, f].

Voici le chemin que 1'on va parcourir au cours de ce paragraphe. Motivés par 1'équa-
tion (I.5.2), on commence par demander a ce que d7, = T,d et dA), = A,d. Par le lemme 6]
on obtient que 'opérateur différentiel quantique F commute avec les translations et les dilata-
tions. Comme F commute avec les translations, par le théoréme|[11} il existe m € L*(R) tel que
F = Z 'm%. Comme F commute avec les dilatations, par la proposition on a m constante
presque partout sur ]0, +oo] et sur | — o0,0[. Comme enfin on demande a ce que F?> = 1 (en
tant que différentielle quantique), on trouve que m? =1 (en tant qu’opérateur et en tant que
fonction, puisque la composition des opérateurs correspond au produit des fonctions), ce qui
donne les quatre possibilités m € {1, —1,sgn, —sgn}. Les deux premiers cas sont triviaux (on a
da = 0 pour tout a € L”(IR)) et les deux derniers sont opposés. Comme toutes les opérations
sont linéaires, on peut choisir m = sgn. On a donc F = .F ~1sgn.#, qui est la transformée de
Hilbert.

Le lemme suivant montre que si la différentielle quantique commute avec les opérateurs
de translations et de dilatations, alors F aussi.

Lemme 6. Soit F: L*(R) — L2(IR) un opérateur linéaire continu, soit x € R et soit A > 0. On
suppose que pour tout f € L*(R), on a (le produit étant la composition des opérateurs) :

[F, T f] = w[F, f],
[F, Arf] = MA[E, f].

Alorsona [F, 7] = 0 = [F,A,].

Démonstration. Par hypothese, pour tout f € L*(R), on a

F(tf) = (=f)F = w(Ff — fF) = wFf — & fF.

En simplifiant, on obtient F1yf = 7,Ff pour tout f € L*(R). En particulier, comme 1 €
L*(R), on obtient Ft, = 7, F, d’ot1 le résultat. De la méme maniere, on trouve FAy = AF. O

En résumant, puisque 1’'on veut un calcul différentiel invariant par translations et dilata-
tions, comme dans le cas classique, on demande a ce que la différentielle satisfasse a I’équa-
tion (L.5.2). Le lemme [f] nous dit alors que 1'opérateur F doit commuter avec tous les opéra-
teurs de translation 7, pour x € IR et tous les opérateurs de dilatation A, pour A > 0.

C’est maintenant que la topologie va entrer en jeu. Le lemme suivant est le premier pas vers
I'identification de I'opérateur F. Rappelons que I'on note .%: L*(R) — L?(R) la transformée
de Fourier et que c’est un opérateur unitaire.

Proposition 3. Soit (a,),en € L®(R)N, soit F € Z(L*(R)) et soit a € L®(IR). Supposons que :
1. pour tout n € N, on a Fa, = a,F;
2. pour tout u € LZ(IR), on a limy,_ye ay.u = a.u pour la norme 2.

Alors Fa = aF.
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Démonstration. Soit u € L2(RR). Il vient :
F(au) = P(nlggo anu)

= lim F(a,u) par continuité de F
n—oo

= lim a,F(u) par hypothese

n— 00

= aF(u).
Ceci étant vrai pour tout u € L?(R), on en conclut que les opérateurs F et a commutent. [

On en vient maintenant au point clé de I'identification de I’opérateur différentiel quantique
F.

Théoreme 11. Soit F: L*(R) — L*(R) un opérateur linéaire borné. Supposons que F commute avec
tous les opérateurs T, pour x € R. Alors il existe m € L°(R) tel que F = .F 'm.Z.

Démonstration. 1 suffit de montrer que H = .#F.% ~! commute avec L®(R). En effet, dans ce
cas, par le théoreme |10, on a H € L*(IR), ce qui signifie exactement qu’il existe m € L (RR) tel
que F = 7 'm.Z. Pour cela, d’apres le lemme 2 et la proposition il suffit de montrer que
H commute avec tous les polyndmes trigonométriques. Mais les polyndmes trigonométriques
sont exactement les combinaisons linéaires des fonctions e, € L*(RR) avec x € R, ol ex(y) =
e~2mxy 11 suffit donc de montrer que H commute avec tous les ey.

Soit x € R. Par hypothése, on a Fr, = 7F. En conjuguant par .#, on obtient
H(Z1t.7 ') = (#1.7 ')H. Maintenant, par le lemme |1, on a 1,7 ! = e,, ce qui ter-
mine la preuve. ]

Un opérateur linéaire continu T: L*(R) — L*(R) est appelé un multiplicateur de Fourier
s'il existe m € L®(R) tel que T = .# ~'m.Z. Le théoréme (11| énonce donc qu’un opérateur qui
commute avec les translations est un multiplicateur de Fourier. La réciproque étant immédiate,
on a en fait calculé le commutant {7, | x € R} : c’est I'ensemble des multiplicateurs de
Fourier. Déterminons maintenant une expression de F en utilisant le fait que F commute aussi
avec les dilatations.

Proposition 4. Soit m € L°(R) telle que le multiplicateur de Fourier H = % ~'m.% commute avec
les dilatations. Alors m est presque partout constante sur 0, +oo[ et sur | — oo, 0.

Démonstration. Par hypothese, on a HA) = AjyH. En conjuguant par .#, par le lemme [1, on
obtient mA~!A, 1 = A"'A, 1m. Comme tous les opérateurs sont linéaires, en simplifiant par
A~1, on trouve mA, 1 = Ayam.

Pour A > 0 et u € L*(R), pour presque tout x € R, on a donc

m(x)u(Ax) = m.Ay(u)(x) = Ay (mau)(x) = (mu)(Ax) = m(Ax)u(Ax).

En considérant la suite dénombrable u, = 1._, , € L%(R), on en conclut que pour presque
tout x € R, on a m(x) = m(Ax).
Posons

M(x) = /0 " m(t)dt

pour x > 0. Cette définition est valide pusique m est bornée, donc I'intégrale correspondante

50



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

est finie (on a immédiatement |M(x)| < ||m||ex). Maintenant, fixons x € R. Il vient :
X
M(x) = / m(t)dt
= / (xs)ds (avec le changement de variable t = xs)

/ s)ds puisque m(xs) = m(s) pour presque tout s € R
= xM(1

On en conclut que M est une fonction linéaire sur |0, +oco], de coefficient directeur M(1). Par
le théoreme [6} on obtient que pour presque tout x > 0, on a
m(x) = lirrOls_l(M(x +e) — M(x)) = M(1).
e—
Ainsi, m est presque partout égale a M(1) sur |0, +-co. En appliquant le méme raisonnement

a x — m(—x), on en conclut que m est aussi presque partout égale a une constante sur
| —o0,0]. O

Maintenant, comme on souhaite que F> = Id, on a m(x)?> = 1 pour presque tout x €
R. Autrement dit, avec la proposition |4, on en conclut que m € {—1,1,sgn, —sgn}. Comme
mentionné au début de ce paragraphe, on peut choisir m = sgn. On obtient alors que F =
F~lsgn.Z, qui est la transformée de Hilbert. Il est alors immédiat que F* = F et F> = 1 donc la
transformée de Hilbert satisfait aux conditions pour étre une différentielle quantique. De plus,
par la proposition [2} elle commute bien avec les translations et les dilatations. On en conclut
qu’au signe pres, le seul opérateur différentiel quantique non trivial F: L*(R) — L*(R) qui
commute avec les translations et les dilatations est la transformée de Hilbert. On a donc
complété notre triplet spectral (L?(R), L*(IR), F), avec F la transformée de Hilbert.

Différentielle d’un opérateur

Intéressons-nous maintenant a 1’expression de la différentielle d'un élément 2 € L*(RR).
Rappelons que da est alors 'opérateur [F,a] sur L*(R). En se servant de I'expression explicite
de la transformée de Hilbert donnée par la proposition (1} il vient, pour u € L?(R) et presque
tout x € R (rappelons que les intégrales, a prendre au sens de la valeur principale, sont bien
définies) :

da(u)(x) = [F, a] (u)(x)

= F(au)(x) —a(Fu)(x)
+oo +o00
_ 1 (/ a(y)u(y)dy a(x)/ u(y) , )
in\J-w y—x o Y—X
_ 1 realy) —a(x)
_1'7'[,/700 y—x u(y)dy
On constate ainsi que la différentielle de a est un opérateur a noyau représenté par le noyau

(x,y) > Lo,

Calcul de H(.«7)

Cherchons quelques propriétés élémentaires de ce calcul différentiel. Comme pour tout
calcul différentiel, la dérivée d"une constante est nulle : c’est immédiat par linéarité de F. Qu’en
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est-il de la réciproque? Autrement dit, en termes algébriques, peut-on calculer le premier
groupe H°(«/) = Kerd de la cohomologie cyclique de ce triplet spectral ?
Grace au paragraphe on a assez de matériel pour calculer H?(L®(R)).

Théoreme 12. Soit a € L*(R) tel que da = 0. Alors a est presque partout égale a une fonction

constante.

Démonstration. On définit k: R> — C par k(x,y) = %%:;(y) pour x # y et k(x,x) = 0 pour

x € R. Remarquons que ce deuxiéme cas n’est pas important car la diagonale A = {(x,x) |

x € R} C R? est de mesure nulle. On va montrer que k est nul presque partout sur R?.
Soita, b, c,d € Raveca <b <c<d.Onalab]N[c,d] =@ donc [a,b] X [c,d NA=@.En

notant r = kj( b x|c,a), ON obtient r: [a,b] % [c,d] — C une fonction mesurable bornée, puisque

produit de la fonction bornée (x,y) — a(x) —a(y) avec la fonction continue (x,y) — m
(et donc bornée puisque [a,b] x [c,d] est compact). Alors, on a r € L%([a,b] x [c,d]) muni
de la mesure de Lebesgue (on rappelle que la mesure de Lebesgue sur IR? est produit de
deux mesures de Lebesgue sur R). Par le théoreme [8, r définit donc un opérateur a noyau
T,: L?([c,d]) — L*([a,b]) linéaire continu. De plus, pour u € L?([c,d]), en prolongeant u
a R tout entier par 0, on obtient v € LZ(IR), avec U4 = U. La section fournit alors
I'expression suivante :

0= (da)(o) = - [T AWy,

7T J—co X—y
:;[/Cd ”(Xi:;(y)u(y)dy
= [*reutydy

Ceci montre que l'opérateur T, est nul. Par le théoreme [J} on en conclut que r = 0 presque
partout, et donc k = 0 presque partout sur [a,b] X [c,d]| pour la mesure de Lebesgue. Comme
on peut recouvrir J* = {(x,y) € R? | x < y} par une quantité dénombrable de pavés de la
forme [a,b] X [c,d], on en conclut que k est nul presque partout sur J©. Comme k(x,y) = k(y, x)
pour tous x, y € IR, on en conclut que k est nul presque partout sur [~ = {(x,y) € R? | y < x}.
Enfin, en observant que R? = J© LI ]~ UA et que A est de mesure de Lebesgue nulle, on en
conclut que k est nul presque partout sur R2.
Par le lemme 4] il existe alors x € IR tel que pour presque tout y € R, on a

0=k(x,y) = i;a(x,)c = ;(y)-

Cela signifie que pour presque tout y € R, on a a(y) = a(x), i.e. a est presque partout égale a
une fonction constante. ]

Comme dans le cas classique, on trouve que pour le calcul différentiel quantique sur R, les
seules fonctions de différentielle nulle sont les constantes. De fagon algébrique, cela permet
d’écrire H(L®(R)) = R.

Remarque 4. La preuve du théoréme (12| consiste en fait a montrer qu'un opérateur nul de noyau
k € 12 .(R?) a son noyau nul presque partout. En effet, en se restreignant a un rectangle compact
[a,b] x [c,d], on a alors un vraiment un noyau qui est élément de 1*([a,b] x [c,d]). Le théoreme |§I
montre que le noyau est donc nul presque partout sur [a,b] x [c,d]. On recouvre ensuite R? par un

nombre dénombrable de tels compacts pour conclure que le noyau est en fait nul presque partout.
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Opérateurs de différentielle de rang 1

N

Ce paragraphe est motivé par un joli exercice, qui consiste a étudier les fonctions qui
satisfont a 1’équation
f(x) = fy)

—y =u(x)ov(y), (1.5.3)

pour x, y € C avec x # y. Cet exercice est intimement relié au calcul différentiel quantique sur
R. En effet, au paragraphe on a déterminé les opérateurs a € L (IR) dont la différentielle
quantique est nulle. La résolution de 1’équation permettra de déterminer une autre
classe d’opérateurs dont la différentielle quantique est tres petite : les opérateurs dont la
différentielle est de rang 1.

La résolution que 1'on va présenter fait intervenir des objets qui appartiennent au monde
de la géométrie projective. Ces objets sont le birapport et les homographies. Ils ont des pro-
priétés fascinantes qui vont permettre une résolution élégante de 1'équation (1.5.3). Cependant,
ces propriétés forment un sujet a part entiére; comme ce n’est pas le notre, on va seulement
présenter celles que nous utiliserons. La lectrice ou le lecteur intéressé pourra se référer par
exemple a [15], chapitre 3.

Avant de rentrer dans les définitions, voici l'idée directrice de la preuve. Supposons que
f, u et v satisfont a I'équation pour tout couple (x,y) € ], avec ] C C. Alors il est
immédiat que f préserve le birapport. Maintenant, il est bien connu des géometres que les
seules fonctions qui préservent le birapport sont les homographies, i.e. les fonctions de la
forme x +— Ziig La difficulté essentielle de ce paragraphe réside dans le fait que pour relier
cette équation aux opérateurs, il va falloir travailler a ensemble de mesure nulle pres. En
particulier, le raisonnement précédent ne peut pas s’appliquer a la lettre. Au lieu d'un tel
ensemble | sur lequel f vérifie ’équation on utilisera le lemme [9] pour obtenir une
famille d’ensembles (],)xc; avec de suffisamment bonnes propriétés. C’est le théoreme (13| qui
présentera la résolution générale faisant le lien avec les opérateurs dont la différentielle est de
rang 1. Pour la version algébrique, elle sera 1’objet du corollaire

Pour simplifier les calculs, on va utiliser le pan complexe complété C = CU {w}. Dans
notre contexte minimaliste, w est simplement le symbole d'un élément qui n’est pas dans
C (en particulier, on n'utilisera pas de structure de compactifié d’Alexandroff, ni de droite
projective complexe, ni de sphere de Riemann sur C, méme si le point w peut bien s’identifier
a un point a l'infini). On n’aura pas besoin d’autre structure pour définir les homographies, le
birapport, et les appliquer a la résolution de 1'équation (1.5.3). Pour x, y, z, t € C deux-a-deux
distincts, on définit leur birapport comme la quantité

(x—2)(y—1t)
(x=6y—z)

> € GLy(C), on définit 'homographie ho: C — C associée a A par ha(z) =

[x, 9,2t =

b
d

quand cz+d # 0. Sic = 0, on pose ha(w) = w. Si c # 0, on pose ha(=4) = w

Pour A = <a
c

az+b

cz+d
et ha(w) = 2.1l est facile de vérifier que ces définitions sont valides. En particulier, comme
det(A) # 0, ona z — cz+d quin’est pas identiquement nulle, et donc la fonction z — gig est

définie et continue au moins sur C privé d'un point. On peut alors penser a w comme étant un
point a I'infini. Dans cette optique, une homographie est le quotient de deux fonctions affines
non nulles et non multiples 1'une de 'autre. Lorsque le dénominateur s’annule, la variable est
envoyée sur le point a I'infini.

Remarquons aussi que pour A € C\{0}, on a hy4 = hy. Cela permettra de supposer si
nécessaire que det(A) = 1, et relativise 'emploi de l’article défini : en effet, des matrices mul-
tiples donnent la méme homographie. On peut en fait montrer que c’est la seule obstruction :
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si hy = hp, alors A et B sont multiples 'une de l’autre, mais ce ne sera pas nécessaire pour la
suite. Le lemme classique suivant sera, lui, trés utile, la preuve est laissée a la lectrice ou au
lecteur intéressé (elle ne présente pas de difficultés).

Lemme 7. Soit A, B € GL,(C). On note h et hg les homographies respectivement associées. Il vient :
haohp = hap
et I'homographie h: C — C est une bijection d'inverse 1 ,-1.

On dit alors que le point /141 (w) est le pole de 'homographie h4.
Etablissons maintenant un premier lien entre homographies et birapport.

Lemme 8. Soit a, b, ¢ € C deux-da-deux distincts. Notons A = ( b(a — E)) Alors, on a

A € GLy(C), et, pour tout z € C\{a, b, c}, il vient :

—
|
S
~— —
AN
—~
ap
|
~—

ha(z) = [a,b,c,z].
Démonstration. Montrons que det(A) # 0. Il vient :
det(A) = (¢ —a)a(b—c) — (c —b)b(a—c)
=(c—a)(a(b—c)+b(c—0b))
= (c—a)(b—c)(a—D)
#0

puisque 4, b et ¢ sont deux-a-deux distincts. On en conclut que I'on a bien A € GL,(C).
Soit z € C\{a,b,c}. On écrit :

_(a—c)(b—2)
S P oy
(c—aztba—o)
"~ (c=b)z+a(b—c)
= hA(Z),
d’oul le résultat. O

On en vient maintenant au résultat fondamental. On va I’établir pour des fonctions définies
seulement sur une partie ] C C parce que cela permettra de I’étendre aux éléments de L™ (R),
en retirant un ensemble de mesure nulle.

Proposition 5. Soit | C C et soit f: ] — C. Supposons qu'il existe x, y, z € | deux-a-deux distincts
tels que pour tout t € J\{x,y,z} onait f(t) & {f(x), f(y), f(z)} et

(), f(), f(2), f(B)] = [x, 9,2, 8].
Alors il existe une homographie h: C — C telle que f = hy;.

Démonstration. Soient x, y, z € ] comme dans ’hypothése. On pose a = f(x), b = f(y),

= f@-onmotea = (E73 Y07 D an = ({75 K07 0). pare emme pou
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t € C\{x,y,z}, ona hu(t) = [x,y,21], et pour s € C\{a,b,c}, on a hp(s) = [a,b,c,s]. Pour
t € J\{x,y,z}, il vient :

(f(t)) = [a,b,c f(t)]

[

= [f(x), ( ) f(2), f(1)]

= [x,y,z,t] par hypothése
(t

=ha(t).
Par le lemme [/} on conclut que f est la restriction a | de 'homographie hp-1 4. O

Remarque 5. La proposition |5|implique en fait I'énoncé plus algébrique suivant : les transformations
de la droite projective C qui préservent le birapport sont exactement les homographies. Ce résultat est
parfois connu sous le nom de théoreme fondamental de la géométrie projective.

Il nous reste a établir un dernier lemme technique avant le théoreme principal.

Lemme 9. Soit a, u, v: R — C. Notons ¢: R*> — C la fonction

¢(x,y) = a(x) —a(y) — (x —y)u(x)o(y).

Supposons que ¢ = 0 presque partout sur R?. Alors, on a un ensemble | C R, ainsi qu'une famille
(Jx)xej de parties de R indexée par ], qui vérifient pour tout x € J :

— Jx CJ\{x};
— Jx est de mesure pleine dans R (et donc | aussi);
— pour tout y € Jy,ona ¢(x,y) =0;

— s'il existe y € Jy tels que a(y) = a(x), alors a est constante presque partout.

Démonstration. Le lemme [ affirme l'existence de ] C R de mesure pleine tel que ¢, = 0
presque partout pour tout x € J. Cela revient a dire que pour tout x € J, on a un ensemble
I C R, de mesure pleine, tel que pour tout y € I, on a ¢(x,y) = 0. Comme l'intersection de
deux ensembles de mesure pleine est de mesure pleine, et que la mesure de Lebesgue d'un
singleton est nulle, pour x € ], I'ensemble ], = (I N])\{x} est aussi de mesure pleine. Par
construction, pour tout y € J, on a ¢(x,y) = 0. On consideére donc la famille (Jx)rej ainsi
construite, elle satisfait bien aux trois premiéres conditions.

Il reste a vérifier que s'il existe x € J ety € ], tels que a(y) = a(x), alors a est constante
presque partout. Supposons qu’il existe de tels x € J et y € J,. Il vient

0=¢(x,y) =a(x) —aly) — (x —y)u(x)o(y) = (y — x)u(x)o(y).

Comme par construction x ¢ J,, on a y # x et on en conclut que u(x)v(y) = 0. Il y a alors
deux possibilités : u(x) = 0 ou v(y) = 0.
Supposons que u(x) = 0. Alors, pour tout y € Jy, il vient

0=¢(xy) =a(x)—aly) -0

etdonc a(y) = a(x). Comme J, est de mesure pleine, on en conclut que a est constante presque
partout.

Supposons maintenant que u(x) # 0. On a alors v(y) = 0. Comme y € J, C ], on
peut aussi considérer I'ensemble de mesure pleine ], défini comme précédemment. Pour tout
z € Jy, on a alors

= ¢(y,2) = (a(y) —a(z)) -0
et donc encore une fois, a est constante presque partout.

On a ainsi montré que s'il existe y € ], avec a(x) = a(y), alors a est constante presque
partout, ce qui termine la preuve. O]
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On peut maintenant s’attaquer a la résolution de 1’équation (1.5.3) et a la caractérisation
des opérateurs a € L*(R) pour lesquels da est de rang 1.

Théoréme 13. Soit a € L”(IR). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. da est un opérateur de rang 1;

a(x)—a(y)
x—y

3. il existe une homographie h: C — C, non affine et dont le pole n’est pas dans R, telle que a est
presque partout égale a h sur R.

2. il existe u, v € L?(IR) non nulles telles que = u(x)v(y) pour presque tous x, y € R;

Démonstration. Afin de rendre la preuve plus naturelle, on va suivre le parcours (1) = (2) =
(3)=(2) = (1).

Commengons par montrer que (1) = (2). Supposons que da soit de rang 1, i.e. Imda est
une droite vectorielle. Prenons u € L*(R) un vecteur non nul de Imda. Par définition, pour
tout f € L?(R), il existe un complexe A(f) € C tel que da(f) = A(f)u. Montrons que la
fonction A est une fonction linéaire de L?(IR) dans C.

On prend z € C et f, g € L*(R). Il vient :

A(f +2g)u = da(f +zg) = da(f) + zda(g)
— A(f)u+2A(g)u = (A(f) +2A(g))n.

Comme u # 0, on en déduit que A(f +zg) = A(f) + zA(g). Ceci étant vrai pour tous f,
¢ € L*(R) et tout z € C, on en conclut que la fonction A est linéaire.
Montrons maintenant que A est continue. Soit f € L?(R). Il vient :

O] = Nl A ullz = [lully Hida(H)] < llullyIdall] £

ol ||da|| est la norme d’opérateur de da (finie car da est un opérateur continu). On en conclut
|dal|
fJull2”

Par le théoreme de Riesz (le théoreme , il existe un vecteur v € L*(RR) tel que A = (-, v).
On obtient ainsi deux fonctions u, v € L*(R) telles que da(f) = (f,v)u pour tout f € L*(R),
a(x)—a(y)

x—y

que A est une forme linéaire continue, avec ||A|| <

et ces fonctions sont non nulles puisque da # 0 (étant de rang 1). Notons k(x,y) =
En utilisant ’expression de da obtenue au paragraphe[I.5.5] il vient, pour tout x € R :

0 = da(f)(x) — (f,v)u(x)
- ( /_ :” k(x,y)f (y)dy> - ( _:o f(y)ﬁ(y)dy)u(x)

- /_+Oo(k(x,y) —u(x)o(y))f (y)dy.

[ole]

2

Ce calcul montre que 'opérateur de noyau (x,y) — k(x,y) — u(x)3(y) est nul.
Maintenant, on a vu au paragraphe que k € Lj,.(R?). De plus, on a

(x,y) = u(x)o(y) = (4 ©0)(x,y)
et on sait (grace au théoreme de Fubini) que u ® 7 € L*(R?) C L7 (R?). Sachant que L*(R?)

loc
est un espace vectoriel (ce fait est d@i, rappelons-le, a I'inégalité de Cauchy-Schwarz), il est

aisé de vérifier que L7 (R?) est aussi un espace vectoriel. Cela implique que ¢: (x,y)
k(x,y) — u(x)3(y) € Lio(R?).
Par la remarque @ on en déduit que i est nul presque partout sur R?. Autrement dit, pour
presque tous x, y € R?, on a
a(x) —aly) _ o -
L=~ (o).

56



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

Comme u # 0 et 7 # 0, cela termine la preuve de (1) = (2).
Montrons que (2) = (3). Supposons (2). On adopte la notation

¢(x,y) = a(x) —a(y) — (x —y)u(x)o(y)

et on suppose que ¢(x,y) = 0 pour presque tout (x,y) € RZ.

Commengons par montrer que a n’est pas constante presque partout. Par contraposée, on
va montrer que si a est constante, alors u = 0 ou v = 0 (tout cela presque partout), ce qui
contredit (2). Supposons a constante presque partout. La nullité de ¢ implique que la fonction
(x,y) — u(x)v(y) est nulle pour presque tout (x,y) € R?. Le lemme [4] donne alors que pour
presque tout x € R, la fonction y — u(x)v(y) est nulle presque partout. Si v est nulle presque
partout, on a le résultat voulu. Sinon, cela implique que u(x) = 0. Ceci étant vrai pour presque
tout x € R, u est nulle presque partout, ce qui est le résultat voulu a nouveau.

On va maintenant chercher a se placer dans les hypotheses de la proposition |5 Pour
cela, on va devoir construire un bon ensemble de mesure pleine sur lequel a est définie et
satisfait les hypotheses de la proposition [5t Comme ¢ est nulle presque partout sur R?, on
peut appliquer le lemme |§] et on obtient la famille (Jx)rej. Rappelons que | et les ensembles
Jx sont de mesure pleine dans R, que [, C J\{x} pour tout x € | et que ¢(x,y) = 0 pour tout
x € J ety € J;. De plus, comme on a vérifié que a n’était pas constante presque partout, on a
aussi a(y) # a(x) pour tout x € Jety € J,.

Fixons x € ],y € Jy etz € J, (il y a bien un ensemble ], parce que y € ], C ]). Posons
I = (JxNJyNJ:)U{xyz} (J. existe car z € ], C ]). Maintenant, on a a;;: I — C, avec
I C R C C. Les points x, y, z sont deux-a-deux distincts, et a(x), a(y), a(z) aussi par le
lemme[9} De plus, pour t € I\{x,y,z}, par le lemme[9} on a a(t) ¢ {a(x),a(y),a(z)}. Enfin, en
utilisant les égalités ¢(x,z) =0, ¢(y,t) =0, ¢(x,t) =0et ¢(y,z) =0, il vient :

(a(x) — a(2)) (aly) — a(t))
() a(y),a(2) ) = Gy a0 ) —ate)
 (x— 2)u(x)o() (y — Huly)o(t)
(D@D —Da)o(z)
(=21
Dy —2)
— [y21,

On peut donc appliquer la proposition 5| et on obtient une homographie : C — C telle que
a = hj;. Comme I est de mesure pleine et que a est essentiellement bornée, on obtient que
h doit étre bornée. Comme une fonctions affine n’est pas bornée sur R, h n’est pas affine. De
plus, on vérifie aisément que / n’est pas bornée au voisinage de son podle. Cela implique que
le pole de h n’est pas dans R. Comme I est de mesure pleine dans R, on a donc montré que a
est presque partout égale a une homographie non affine dont le pole n’est pas dans R, ce qui
est (3).

Montrons que (3) = (2). Soit i une homographie non affine dont le pole n’est pas dans R.
On note abusivement #: R — C la restriction de & a R. Déja, vérifions que h € L*(IR). Pour
r
t
tout A € C\{0}, on peut supposer que det(A) = 1. Maintenant, par hypothese, on a aussi
t # 0 (h nest pas affine) et 5* ¢ R (son pole n’est pas réel). On en conclut que pour tout
x € R, I'expression hi(x) = £+ est valide et bien définie. Cela implique que / est une fonction
continue de R dans C. De plus, comme t # 0, on a lim, ;oo h(x) = | et lim,, o h(x) = f.
Ainsi, h: R — C est une fonction continue qui a une limite finie en +oco et —oo, elle est donc
bornée. On obtient donc bien que € L*(RR).

cela, on prend A = Z) € GLy(C) telle que h = h4. En utilisant le fait que hy4 = hy pour
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Ensuite, fixons x, y € R. Il vient :

Xx+s ry+s
tx+u ty+u
1
= s ) =y +s) (v +u))
= cE u)l(ty —n (rtxy + rux + sty + su — rtxy — ruy — stx — su)
1
B (tx—i—u)(ty—i—u)(m_St)(x_y)
S Gl )
(tx + u)(ty +u)

h(x) — h(y) =

parce qu’on a supposé 1 = det(A) = (ru — st). On en conclut que pour x # y, on a

hx) — h(y)
Ty o(x)o(y)
avec v(x) = txi . Remarquons que cela définit bien une fonction v: R — C puisque le pole de
h n’est pas dans R, et clairement v n’est pas nulle presque partout. Pour obtenir (2), il reste
seulement a vérifier que v € L*(R).

Pour x € R, notons P(x) = |tx + u|?. C’est une fonction continue et positive. L’hypothese

=+ ¢ R implique que P ne s’annule pas. Il vient :

P(x) = [t]*x% + 2xR(ta) + |ul?,

donc P est un polyndéme du second degré (on a bien |¢|? # 0 par hypothese).

Maintenant, on a |v|*> = P~!. Comme P est un polynéme du second degré, on a ﬁ =

O+oo(xl—2) et % = O_oo(xl—z). Comme la fonction x — % est intégrable en +oo et en —oo, on en
conclut I'existence de A > 0 tel que x — ﬁ est intégrable sur le complémentaire de [—A, A].

Il reste a vérifier que P~! est intégrable sur [—A, A]. Mais P est une fonction continue qui
ne s’annule pas, donc P~! est continue. Cela implique qu’elle est intégrable sur le segment
[—A, A] et termine la preuve de (3) = (2).

Finalement, vérifions que (2) = (1). Supposons qu’il existe #, v € L?>(R) non nulles telles
que a, u et v soient solutions de 'équation sur presque tout R2. Cela implique que la

fonction ¢: (x,y) — % — u(x)3(y) est nulle presque partout, et donc 'opérateur T, de
noyau ¢ est nul. Pour f € L?(R) et presque tout x € R, il vient :
0= Ty(f)(x)
—+00
= [ vy

= (da)(f)(x) = (f,0)u(x).

On en conclut que da(f) = (f,v)u. Il s’ensuit que Imda C C.u, donc da est soit nulle, soit de
rang 1. Comme u et v sont non nulles, on a da(v) = ||v|3u # 0, donc da est non nulle. On en
conclut que da est de rang 1, ce qui termine la preuve. O

L'équivalence (2) < (3) consiste en la résolution de 1'équation dressée au début de cette
section dans le cadre de la théorie de la mesure. On peut en conclure la résolution exacte
suivante pour des fonctions complexes.
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Corollaire 3. Soit | C Cet f: | — C. Supposons qu'il existe u, v: | — C telles que pour tous x,
y € ], avec x # y, on ait

r—Yy
Alors soit f est constante, soit f est une homographie dont le pole n’est pas dans ], et toutes ces
fonctions sont possibles.

Démonstration. La preuve consiste surtout a extraire les parties nécessaires de la preuve du
théoreme [13|et a enlever les contraintes liées aux égalités presque partout. On ne va donc pas
reproduire tous les calculs.

On commence par 1'équivalent simplifié du lemme [9} L’équation satisfaite par f implique
que si f n’est pas constante, elle est injective. En effet, si f(x) = f(y) avec x # y, alors
u(x)v(y) = 0. Par symétrie, on peut supposer que u(x) = 0, et donc pour tout z # x, on a
f(z) = f(x) et f est constante sur J.

Maintenant, I'injectivité de f assure que le birapport [f(x), f(y), f(z), f(t)] est bien défini
pour tous x, y, z, t € | deux-a-deux distincts. Le méme calcul que pour la preuve de (2) = (3)
du théoreme précédent permet de montrer que [f(x), f(y), f(z), f(t)] = [x,y,2, t]. On peut
alors appliquer la proposition 5| et conclure.

Réciproquement, il est clair que les fonctions constantes satisfont a 1'équation voulue. Pour
les homographies, il est nécessaire que leur pole ne soit pas dans | pour que leur image soit
inclue dans C, et le méme calcul que dans la preuve de (3) = (2) montre qu’elles satisfont bien
a I’équation voulue. Seulement, il n'y a pas besoin de se restreindre au cas ot 'homographie
est bornée ni de vérifier que u et v sont de carré intégrable. O
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A La musique des nombres premiers (Hai-Chau Nguyen)

Les mathématiques interagissent avec divers aspects de la musique, parfois de maniere
profonde et inattendue. Elles expliquent la partition d’'une gamme en 12 notes, et sont a
'origine de la musique des nombres premiers.

A.1 Quand la musique devient mathématique

Présentons d’abord 1'une des applications les plus communes des mathématiques a la
musique, a savoir la partition d’une gamme en 12 notes.

La naissance d’un son

Les instruments de musique produisent un son en faisant vibrer les molécules d’air a
leur proximité, la vibration se propage ensuite jusqu’a notre oreille qui pergoit le son. Pour
simplifier, supposons que l'instrument de musique ne soit constitué que d’une seule corde de
longueur L fixée a ses extrémités (comme une guitare n’ayant qu'une corde).

Schéma de la corde de Melde

En pingant la corde, elle vibre, agite les molécules d’air au voisinage, et crée un son.
L’équation physique des ondes exprimant la hauteur y de la corde en fonction de l'abscisse x
et du temps t :

%y 1%

ox2 2o
Ses solutions générales s’expriment comme la superposition d'une onde de profil f se pro-
pageant vers la gauche et de profil i se propageant vers la droite, toutes deux a la célérité
c:

=0

y(x,t) = flet +x) +g(ct —x)
ayant pour conditions limites :

y(0,5) = 0 f(et) = —g(ct)
{y(Lff) =0 <:}{f(ctv%) = —g(ct=1L)

L’équation des ondes est valable aussi bien pour la vibration unidimensionnelle d"une
corde que pour la propagation du son dans l'air. Cependant la célérité change d'un milieu
a l'autre, plus le milieu est rigide plus 'onde se déplace vite. Par exemple dans l'air ¢ ~
340m - s~! tandis que dans une corde ¢ ~ 1480m - s~ L.
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La décomposition en série de Fourier invite a se ramener au cas ot f et ¢ sont sinusoidales :

y(x,t) = A [sin (wt + kx) — sin (wt — kx) ] avec k= %

On en déduit 'expression a variables temporelle et spatiale séparées :
y(x,t) = 2A cos(kx) sin(wt).

Les conditions aux limites, en x = L, donnent :
Wy = n% = 1wy neN

ou w; s’appelle la pulsation fondamentale, associée a la fréquence fondamentale, qui dépend de
la longueur de la corde : une corde longue donne une faible pulsation fondamentale, donc
une faible fréquence fondamentale et la note sonne grave.

On observe ainsi que la base des solutions correspond a celles qui peuvent étre exprimées
a variables séparées, et qui au cours du temps vibrent entre deux enveloppes sinusoidales en
la variable d’espace : on observe un profil avec des nceuds également répartis le long de la
corde. Ces solutions vibrent aux pulsations nw; multiples de la fondamentale. La collection
des pulsations s’appelle le spectre du son.

Il est également possible de considérer un modeéle ot la corde est libre a I'extrémité x = L.
Ce modele est aussi valable pour des tubes cylindriques fermé-ouvert (comme une clarinette
par exemple). La condition a la limite x = L est que la pente est nulle (la pression - dérivée de
la vitesse - est nulle a la sortie du tube). On obtient aussi des pulsations discrétisées :

w—n+1E
" 2) L

Accorder les instruments

Nous reprenons le modéle de la corde fixée aux extrémités, et commencons par en fixer la
longueur de telle sorte que sa fréquence fondamentale, ou harmonique fondamentale, vaille
w = 440 Hz. Dans le monde de la musique, cette fréquence correspond a la note LA. En
fait, la fréquence du LA a beaucoup changé dans I'histoire de la musique. Dans la musique
baroque (du début du 17e siecle a la moitié du 18eé siécle), on lui donnait la fréquence 415 Hz
(soit un demi-ton en dessous du LA moderne). Au temps de Chopin, on réglait le LA autour
de 430 Hz. L'accord moderne des instruments tend au LA 440 ou LA 442. Ce sujet cause de
vifs débats parmi certains musiciens.

Pour construire la gamme (DO RE MI FA SOL LA SI ...), on considere les harmoniques
successives, dont les fréquences sont des multiples de la fréquence fondamentale, et c’est parce
que ces notes sonnent de maniére harmonieuse qu’on les appelle ainsi.

La prochaine harmonique a la fréquence double 2w = 880 Hz. On 'appelle "octave (plus
précisément, I'octave est le nom donné a l'intervalle qui sépare deux notes de méme nom). On
appelle aussi cette note le LA (mais il est plus aigu!). Désormais, nous raisonnerons modulo
une division ou multiplication par 2, ce qui revient simplement a « changer d’octave ».

La prochaine harmonique a pour fréquence 3w = 1320 Hz = 660 Hz. On I'appelle la quinte
juste. On appelle cette note le MI. En considérant les quintes successives, on construit les notes
successives, motivé par le fait que cet intervalle était considéré comme étant consonant par
excellence. D’ailleurs, beaucoup d’instruments suivent 1’accord en quinte. Par exemple pour
le violon, les cordes a vide sont successivement SOL RE LA MI. (Pour la guitare, il s’agit d'un
accord en quarte, avec toutefois une exception sur 1’écart SOL-SI, entre la 4¢ et 5¢ corde, qui
est une tierce.)
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En conclusion, on obtient la note suivante dans la division en quinte modulo une octave,
en multipliant la fréquence précédente par 3, puis en divisant par la puissance de 2 nécessaire
pour rester proche de la fréquence d’origine (440 Hz).

LA [MI| SI | EAf [ DO# | SOLY | REf | LAZ | FA [ DO [SOL | RE | ?
440 [ 660 | 495 | 371 | 557 | 418 | 626 | 470 | 352 | 529 | 396 | 297 | 445

Quelque chose de fabuleux se produit. Au passage de la 13e quinte, on obtient une fré-
quence tres proche de la fréquence du LA 440! Nous allons donc considérer que nous sommes
retombés sur le LA. Vous pouvez entrainer votre oreille en essayant les deux fréquences a
l'aide d'un générateur de fréquences comme sur la page [16]. Cela découle a la treés bonne
approximation :

312 ~ 219

qui explique pourquoi dans nos gammes, nous avons douze notes trés exactement, construites
précédemment selon le cycle des quintes, comme dessiné ci-dessous.

quartes quintes

sol#

Cycle des quintes et des quartes

Il est intéressant de remarquer que penser la gamme dans 1’ordre DO RE MI FA SOL
LA SI n’est pas physiquement naturel, puisque tout est construit par les quintes. Lorsque
I'on suit des cours de solfege, on utilise 1'ordre des diéses, qui suit le cycle des quintes, et
I'ordre des bémols suit le cycle des quartes. La quarte correspond a 1’écart complémentaire de
la quinte pour obtenir I'octave. Ainsi, les intervalles considérés particulierement harmonieux
sont l'octave juste, la quinte juste et la quarte juste.

On peut toutefois remarquer que cette maniere d’accorder les instruments souffre d'un
vilain défaut : si toutes les premieres quintes sont justes par construction, il y a un intervalle
particulierement faux, appelé quinte du loup. Ce nom rappelle les battements du cri du loup,
caractéristique d'un accord faux. Ce probleme physique forgait les compositeurs a éviter cer-
taines tonalités pour éviter le loup, dissonance qui touche méme une oreille non entrainée.
Ceci n’est que I'un des problémes de cet accord dit accord pythagoricien. Nous n’entrerons pas
dans les détails.

D’autres solutions ont été trouvées pour essayer de palier ce probléme et nous renvoyons
les personnes intéressées aux tempéraments mésotoniques qui visent a obtenir des tierces plus
justes, au détriment de quintes plus fausses. Aujourd’hui, le désaccord du loup est réparti
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d’une maniére totalement égale (on parle de tempérament égal). Tous les accords sont donc tres
légérement faux, sauf ’octave qui sera toujours juste.

Le systeme ainsi construit est dit systéeme heptatonique qui contient le nom des 7 notes
connues (sans leur altérations, dénommeées dieses et bémols). Il faut noter qu'il existe d’autres
systémes, comme par exemple le systéme pentatonique (souvent utilisé dans les musiques
asiatiques ou dans les solos de beaucoup de guitares) ou une subdivision de l'octave en 22
notes du systeme indien.

A.2 Quand les mathématiques deviennent musique

Lors du week-end a Goutelas, Alain Connes nous a présenté des liens insoupgonnés entre
la musique et les mathématiques que nous allons tenter de résumer ici.

Fonctions zeta et dénombrement de points sur les courbes algébriques

La fonction {. L’'argument principal d’Alain Connes est de reconsidérer la fonction ¢ sur des
corps finis, en particulier associé a des courbes algébriques (variétés algébriques de dimension
1). On peut méme généraliser le propos en géométrie algébrique a des schémas.

Commencons par rappeler la définition de la fonction  usuelle étudiée dans la section|1.4]
ainsi que son produit eulérien qui la relie a I’arithmétique des nombres premiers.

Théoreme. La fonction { de Riemann est définie sur {s € C | s > 1} par :

+001

g(s) =

s
n=1 L

Elle admet pour tout s € C tel que s > 1 la factorisation en produit eulérien :

2s)= 11

—_p—s
p premier p

et elle admet une équation fonctionnelle, qui en posant &(s) = 72T (5) C(s) s’écrit &(s) =
¢(1 —s) qui permet de la prolonger analytiqguement sur tout C \ {1}.

Corps de nombres. Cette définition se généralise a une extension finie K de Q, appelée
corps de nombres. Son anneau des entiers Ok est défini comme l'ensemble des éléments de
K racine d'un polyndéme unitaire a coefficients dans Z. La norme d’'un idéal a de Ok est
I'entier N(a) = Card (Ok/a). Le spectre d'un anneau est 'ensemble de ses idéaux premiers.
On note Spec(A) le spectre d'un anneau A. Par exemple pour K = Q, on a Ox = Z, tous les
idéaux sont principaux et ont pour norme N(nZ) = n et les idéaux premiers sont Spec(Z) =
{pZ | p premier} U{(0)}.
La définition de la fonction { se transpose a tout corps de nombres :

gK(S) = 2 N(CL)S

O#QQOK

Les idéaux d'un corps de nombre admettent une unique factorisation en produit d’idéaux
premiers. On en déduit que la fonction {x admet un développement en produit eulérien :
= 1 1
K(S) = TN
—N(p)~

0£peSpec(Ox) |

De plus elle s’étend en une fonction méromorphe sur le plan complexe.
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Corps des fractions rationnelles sur un corps fini. Soit IF, le corps fini a p éléments. Imitons
la construction précédente avec K = IF,(t) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans
IFp, qui rappelons-le n’est pas un corps de nombres. L’anneau d’entiers de IF,(t) est celui des
polyndmes IF,[t] & coefficients dans TF,.

Nous pouvons alors définir la fonction {, = r, par la somme analogue :

s) =

g}?( ) O#QOK N(a)s

Rappelons que Ok = [F,[t] est euclidien, donc principal (tous ses idéaux sont engendrés

par un unique polynéme unitaire), et factoriel (tout polynome a une unique factorisation en

produit d’irréductibles). Ainsi tout idéal est d'une part engendré par un unique polyndme

unitaire, et admet d’autre part une unique factorisation en produit d’idéaux premiers. On en

déduit que les idéaux premiers sont engendrés par les polyndmes unitaires irréductibles, donc
ils sont maximaux.

Si Q est un polyndme unitaire irréductible, on a, en confondant le polynéome Q et 1'idéal

premier qu’il engendre, N(Q) = p9e8(Q), et par multiplicativité de la norme (qui revient au

lemme des restes chinois dans IF,[t]) cette formule demeure pour tous les polyndmes. Ainsi :

)= Y prees@

Q unitaire

Comme il y a p¥ polyndmes unitaires de degré k on a :

Gp(s) =) pip = 1%

1-s
keIN p

Remarquons que 1’on peut également factoriser en produit eulérien. Il découle de l'unique
factorisation des idéaux, une factorisation indexée par les irréductibles unitaires Q de K :

1 1 B
CP(S)ZQWZQW:Z(P )
avec
2(T) = L

1;[ 1 — Tdes(Q)

Fonctions zéta et dénombrement de points sur les variétés algébriques

On peut unifier et généraliser les résultats précédents a travers la géométrie algébrique. Nous
abandonnerons un peu de généralité pour un peu plus d’accessibilité en se restreignant a
la géométrie algébrique classique (suivant Noether, Hilbert, etc.), dans laquelle les variétés
algébriques sont des lieux de zéros de polynomes.

Soit f(x1,...,xn) € Fp[x1,..., 4] et considérons la variété algébrique définie comme son lieu
d’annulation :

Hy = {(x1,....xn) € (Fp)", f(x1, ..., x4) =0}

ot F, est la cloture algébrique de IF), que ’on peut expliciter comme F, = eLI#\I' Fpn.
neN*

Si (x1,....xn) € Hy, le plus petit entier s > 1 tel que (x1,.., x4) € (IF;:)" est appelé degré
de (x1, ..., x,), noté deg(x, ..., X,).
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On définit la fonction Z associée a la courbe H £, 0u de maniere équivalente la fonction ¢
reliée par {,(s) = Z(p~*) comme ci-dessus, par :

1
Z (Hf/ T) = ng 1 _ Tdeg(x)

On observe que la définition est absolument analogue au cas des polyndmes ci-dessus.
Toutes ces notions se rejoignent plus généralement dans le contexte des schémas en géométrie
algébrique, dont on ne parlera pas.

Pour chaque s > 1, on considére N; le nombre de points de Hy qui sont aussi dans (IFps)" :

Ns = Card {x € Hy | [Fp[x] : F,] <s}

Proposition. Pour tout f € Fp[x1,...,x,], ona:

Z (Hf, T) = exp (Z NZTS>

s>1

Démonstration. En effet, on a :
SY s
N; =) _Card {x € Hy | deg(x) = ;} p

rls

donc :
Tdeg(x)r
an(Hf, T) = — Z In (1 — Tdeg(x)) — Z Z
x€Hy x€Hpr>1 ¥
=2 TSZ%Card {x € Hy | deg(x) = ;} (s = deg(x)r)
s>1 r|s
= Z &Ts
s>1 5
D’ot la formule. u

Essayons de faire le lien avec ce qu’on a fait plus haut avec f = 0 et n = 1. Cette variété
algébrique s’appelle la droite affine, notée H = A\‘lle et s’identifie a ]ITP. Alors Ny = p®, donc :

ps Ts
S

) =exp (=In(1-pT)) = 7 —1PT

z (A}, T) =exp <Z

s>1

On retrouve la fonction Z définie dans la partie précédente, d’apres le calcul pour {,(s) =
Z(p~*).

Cela découle du fait que F, s’identifie (presque) a Spec (IF,[t]). En effet, a tout élément
de F,, on peut lui associer son polyndme minimal qui est unitaire irréductible (donc un
élément de Spec (IF,[t])). Le procédé n’est pas tout a fait bijectif car il est possible que plusieurs
éléments de F, aient méme polyndme minimal, on dit qu’ils sont conjugués. Mais d"un point
de vue algébrique, cela signifie que ces éléments sont indissociables. Plus formellement, on
peut identifier Spec (IF,[t]) a IF, quotienté par I'action du groupe de Galois Gal (F,/F,).

On peut généraliser les raisonnements précédents a des variétés projectives sur IF,. Typi-
quement, 1'espace projectif IP" de dimension n. On peut montrer dans ce cas que :

ps(n+1) -1 n

N~ - _ ks
s ps—l k;op

65



Journal de Mathématiques de 1’Ecole, ENS de Lyon

On en déduit que :

+o00 n . T3 n k
InZ(P", T) = Y r) == L In(1-pT)
k=0

d’ou :
1

1-T)1—pD).(1—p"T)

Z(P", T) =

Sur les conjectures de Weil, et la définition des rythmes d’une courbe sur IF,

Il est remarquable (et non évident) que dans les deux exemples précédents, oti I'on a pris
V= A\‘lle et puis V = PN, on a trouvé Z(V,T) € Q(T).

Théoreme (Une conjecture de Weil). Si V est une variété algébrique projective lisse, alors Z(V,T)
est une fraction rationnelle.

Remarque. Le nom de conjecture est resté dans la littérature. Elles sont au nombre de trois (ou quatre
selon les sources), énoncées par André Weil a la fin des années 1940. En particulier, celle-ci a été
démontrée par Bernard Dwork en 1960 en utilisant les nombres p-adiques. Les deux autres furent
complétées en 1974 par Pierre Deligne.

Jusqu’a la fin du paragraphe, on se restreint a des courbes sur un corps fini. Il s’agit d'un
cas particulier des conjectures de Weil qui a été démontré par Weil lui-méme.

Autrement dit C est une variété algébrique de dimension 1 sur IF,,. Les courbes projectives
lisses s’identifient aux extensions de corps de degré de transcendance 1.

La dimension de l'espace des formes différentielles sur cette courbe est le genre de C. Sur
le corps des complexes, le genre correspond au nombre de anses (ou de trous) de la surface
de Riemann associée. La droite projective est de genre 0.

Les zéros de la fonction Z définie sur la courbe C sont donnés par les racines du numéra-
teur, et on peut démontrer que ce numérateur est de degré 2¢ ot g est le genre de la courbe
C.

Un théoréme d’André Weil affirme que les zéros de Z sont sur le cercle de rayon p*% (cest
I'équivalent de I'hypothese de Riemann sur les corps finis). Puisque {(s) = Z(Hf, p~°), on en
déduit que les zéros de { sont de partie réelle 3 et leur partie imaginaire sont de la forme :

lngp)(aj +2kmt)  je{l,..,28},keZ
Les a; sont les arguments des zéros de {. Puisqu’ils sont déterminés modulo 27, en pre-
nant leur valeur principale dans [—7, 77, on obtient un “rythme”. Ce rythme va nous permettre
d’écouter la musique des nombres premiers.
Comme la plupart des fonctions , a commencer par celle de Riemann, celles des courbes
sur IF, satisfont une équation fonctionelle, qui en termes de Z(H 't T) s’écrit

z (Hf, (pT)—1> — +(pT2)'2.Z(Hy, T)
En termes de {, on trouverait {(s) = {(1 —s) qui est en fait ’analogue de 'équation
fonctionnelle vérifiée par la fonction ¢ classique.

Cette équation fonctionelle permet de montrer que le rythme est palindromique, ie :

Kog+1—-j = —&;
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Réalisation rythmique

Lors de son exposé, Alain Connes nous a fait écouter le “rythme” des zéros de certaines

. U . _1 .
fonctions { associées a certaines courbes. Ils sont tous de module p~2, mais leurs arguments
forment une famille palindromique comme on I’a vu ci-dessus. On code le rythme :

—nglegazg...gaggogzxgHg...gazggn

Les valeurs sont en général irrationnelles, mais cela n’est pas nouveau en musique (Olivier
Messiaen, compositeur frangais, a introduit les subdivisions irrationnelles en musique), la
période du rythme est donné par 131—7;. Le tempo augmente donc lorsque p augmente. Ne pas
confondre le tempo avec le rythme : le rythme est la relation et le placement des sons dans
une mesure, tandis que le tempo est la vitesse a laquelle la mesure est “lue”.

Afin d’obtenir les différents rythmes, Alain Connes commence par une courbe hyperellip-
tique sur Q, définie par une équation de la forme y?> = P(x). Si p ne divise pas le discriminant
de P, on obtient une courbe sur IF, et on peut calculer les zéros de la fonction { associée.

Pour P;(x) = xM — 4x10 + 15x% — 40x® + 20x° + 25x® — 25, 1a courbe C;: y*> = P;(x) a pour
discriminant —8 x 10%%, qui n’est divisible par aucun nombre premier p € {7,11, ...,67}.

Pour Py(x) = x! — 60x7 — 64x° — 320x* — 380x> — 512x — 640 la courbe Cy: y?> = P(x) a
pour discriminant —144115188075855872% x 107 ~ —1,4 x 10%.

On représente les rythmes associés aux courbes C; et C; sur IF, pour p premier entre 7 et
67.

7

11

—
—-_—

o
_—
-
—
-
-

"1 +————H—1—%*+
3 +—+—+H—+——H+1

13 H—H— —+H—+

i T
17 44— 17

19 —H+—+—H—+—++4 19 —+H AT U H—
P B S T N S S 23 +—+—+H N
29 b HF b b 29 +—+H+—+H+—1
3 A 31+t
37 e BAAI Ay i WAl Rl MAl U RAA ias)
M M A
43 4—H———H— 43 —
47 47
53 44—+ A ASERR S el g Raaa
% TR 59—
§1 e Y fEAsar e Aar S asr aa e s uAraer
67 —++——H—H——t1

6 +—+—+—+—+—+H+

Rythme de la courbe (modulo p) C; Rythme de la courbe (modulo p) C;
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Il essaie aussi les courbes hyperelliptiques y?> = P;(x) données par les polyndmes Py sui-
vants :

1 —x10+x9—5x8+8x7—8x6—|—8x5—14x4—|—5x3—7x2+x—1
104 399 + 48 — 8x7 — 8x° + 24x* + 58x> + 86x% + 86x + 50
210 4 759 — 1548 + 36x7 — 48x° + 108x° — 144x* + 9013 — 162x% + 162x + 98

de discriminants respectifs :

—3779136 x 10° ~ —3,8 x 10'°,

—7160804737024 x 10'® ~ —7,1 x 10%,

—306418398276365351647232 x 10° ~ —3,1 x 10%,
25149838559204148841414656 x 10° ~ 2,5 x 10>,

La musique des nombres premiers

Maintenant Alain Connes génere 10 notes de musique associées aux nombres premiers
entre 7 et 67 a superposer sur le rythme. Sa construction fait intervenir un certain nombre de
choix qui semblent plus ou moins arbitraire, mais reposent sur une intuition.

Il associe a une partition le nombre /p ou p est un nombre premier. Nous avons vu en
premiere partie que la gamme de musique est partitionnée en notes selon les puissances du

nombre g = 212. On cherche un entier 73 (p) tel que VP ~ q"P). Par exemple :

61In(p)
n =
1p) { In(2)
Nous cherchons maintenant un moyen de retrouver l'entier p a partir des entiers 1;(p).
Alain Connes considére donc le développement en fraction continue :

61In(p) 1
=m(p) +
In(2) nalp) + na(p)+71 -

”4(P)+W

Alain Connes choisit enfin les différences successives des 7;(p) pour implémenter en
notes :

ni(p)

ni(p) — na(p)

ni(p) —na(p) +ns(p)

ni(p) —na(p) +ns(p) — na(p)

ni(p) —n2(p) +n3(p) — na(p) + ns(p)

et complete par symétrie pour respecter le caractére palindromique du rythme des nombres
premiers entre 7 et 67. Il reste a harmoniser (ajouter les accords), et ceci est une affaire de
gott!
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Une piéce de théatre de 3600 acteurs

Il est temps d’accompagner cette musique d’un petit spectacle!

Cette représentation suit le crible d’Erathosthene. La scéne est constituée par deux im-
menses carrés discrets de taille 60 x 60 = 3600.

Initialement, seules les cases du rectangle supérieur sont “allumées”. On suit le crible
d’Erathosthéne : tous les multiples de 2 (sauf 2 lui-méme) descendent dans le carré inférieur
pendant que la musique du 2 est jouée.

Puis viennent le tour des multiples stricts de 3, de 5.

Ensuite on voit les multiples stricts de 7, qui descendent petit a petit pendant que 1'on
entend jouer la musique du 7.

La piece se termine lorsque tous les danseurs non premiers sont descendus, c’est-a-dire
des que la musique du 61 est finie.

Figure 1.3 — Début du spectacle

P ——
o o Sreme cares ovecs soames, cremes,craees svesns sssen

P U R S

Danse des multiples de 7 Fin des multiples de 7
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Figure 1.4 — Fin du spectacle
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Vérifier I’hypothese de Riemann : la
méthode d’Alan Turing.
( Jérémy Dousselin)

Résumé. — Afin de vérifier 'hypothése de Riemann, il existe une méthode nu-
mérique dtie a A.Turing. D'une part, nous détaillerons un procédé permettant de
calculer le nombre de zéros de { dans le rectangle R(T) := [0, 1] + i[0, T], pour cer-
tains T > 0. D’autre part, nous minorerons le nombre de zéros de { sur la droite
critique. Si ces deux quantités coincident, alors nous pourrons conclure que 1’hypo-
thése de Riemann est vérifiée dans le rectangle R(t). Nous terminerons l'article par
une vérification de ’hypothése dans le rectangle R(10%).

Sommaire
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1 Rappels sur la fonction {, I’hypothése de Riemann et présentation
de la méthode de Turing

Dans cette section, nous ferons quelques rappels sur la fonction { de Riemann. Nous
notons { le prolongement analytique a C — {1} de la fonction s — Y~ £, qui elle est définie
sur {s € C: R(s) > 1}. Cette fonction { posséde un pole d’ordre 1 en 1 et vérifie une équation
fonctionnelle, & savoir

Proposition. Pour tout complexe s ¢ {0,1}, on a l'identité

2T (;s> (s) = m 2T (; — ;s> Z(1—s).

Comme il est d"usage dans la théorie des fonctions L, on introduit alors la fonction entiere
g:s— n*%sgf (3) (s —1)C(s), de sorte a ce que I'équation fonctionnelle se réécrive &(s) =
¢(1 —s). Cette identité est par exemple utile lorsque 1’on veut étudier la répartition des zéros
de ¢ (qui, notons le, possede les mémes zéros que ¢ dans la bande critique 0 < R(s) < 1). Des
manipulations élémentaires permettent de montrer que si p = ¢ + it est un zéro, alors soit o est
un entier strictement négatif pair et t = 0, soit p est situé dans la bande critique. Ces premiers
zéros sont appelés zéros triviaux. Nous allons nous intéresser aux seconds zéros. Pour n’en
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considérer qu'une quantité finie, nous ne considérerons que les zéros dans le rectangle R(T).
En faisant cette réduction du probléme, nous ne perdons pas d’information concernant les
zéros Ip < 0, ’équation fonctionnelle impliquant une symétrie des zéros par rapport a I'axe
ke —

Is = 0.

Formulée en 1859, la célebre hypothese de Riemann stipule que
VO<o<1LteR:({(c+it)=0 = o=1/2).

La droite $(s) = 1/2 est appelée droite critique. Si cette hypothese s’avere vraie, il y aurait
de fortes conséquences sur la répartition des nombres premiers. Des 1859, Riemann établit
une formule explicite pour la fonction 7 qui compte le nombre de nombres premiers (on en
trouvera une version commentée dans le chapitre 8 de [1]). Trente ans plus tard, Hadamard et
de La Vallée Poussin démontre le célebre théoréeme des nombres premiers en démontrant que
¢ ne possede pas de zéros sur la droite its = 1. Si 7 désigne la fonction qui compte le nombre
de nombres premiers, alors de La Vallée Poussin est en mesure d’établir

(x) = li(x) + O (vexp(—v/x/ (2V))

pour V une constante et /i la fonction logarithme intégral. Pour comparaison, sous I’hypothese
de Riemann, la formule explicite de 7t implique que

Ve >0, r(x) = li(x) + O(x'/?log x).

Multitudes de tentatives — toutes infructueuses — ont été entreprises pour démontrer 1'hy-
pothese. On dispose cependant de nombreux résultats sur les zéros non-triviaux de {. Une
idée a par exemple été d’étudier les régions sans zéros de . Aujourd’hui, le record est dt a
Vinogradov (voir [2]), qui a donné la minoration asymptotique suivante pour la région sans
zéros de ( : Pour un certain ¢ > 0, on a

c

Rs) > 1 = A 73

Une autre approche fut celle lancée par Hardy en 1914 (voir [0]), qui démontre qu'une infinité
de zéros de { sont sur la droite critique. En 1942, Selberg parvint a montrer (voir [3]]) qu'une
proportion positive des zéros non-triviaux se situe sur la bande critique. En utilisant une
méthode de Levinson (voir [4]), Conrey montre en 1989 que la dite proportion est minorée
par 0.4 (voir [5]). Finalement en 1953, Turing trouve une nouvelle méthode (voir [6]) en se
basant sur les travaux de Gram (voir [7]) et Siegel (voir [8]), pour aborder 'hypothese. C’est
cette méthode que nous présenterons, en présentant notamment 1’aspect algorithmique de la
méthode, a savoir la vérification de 1’hypothese dans le rectangle R(T). Le record pour ce
genre de vérification est détenu par Gourdon (voir [9]), qui démontra en 2004 que 1'hypothese
de Riemann est vraie dans le rectangle R(10'%) en se basant sur des travaux d’Odlyzko et
Schonhage (voir [10]).
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Im(z)

Re(z)

Représentation de ¢ obtenue par la méthode de coloration de régions.
On peut y observer la symétrie impliquée par 1’équation fonctionnelle.

L’idée de Turing est simple. D'une part, Turing établit un majorant simple pour le nombre
N(T) de zéros non triviaux comptés avec multiplicité de ¢ dans le rectangle R(T), pour cer-
tains T bien choisis (voir la proposition [ pour un énoncé plus précis). D'un autre c6té, nous
allons étudier la fonction f : t > 0 € R +— {(1/2 + it). Plus précisément, nous allons trouver
une fonction réelle Z dont les zéros sont zéros de f. Par conséquent, la quantité de zéros de Z
sur [0, T| minore N(T). Si ce minorant égale la quantité de zéros dans R(T'), alors cela voudra
dire que chaque zéro de { dans la région R(T) vient d'un zéro de f, et donc en particulier
chaque zéro de ¢ dans R(T) est sur la droite critique. Il s’agit la bien stir d'une introduction
imprécise, les parties a venir visant a formaliser tout ceci.

2 Fonctions de Riemann Siegel

Premierement, en appliquant le conjugué sur 1’équation fonctionnelle, on démontre que ¢
est en fait a valeurs réelles lorsque s est sur la droite critique. Il est alors naturel d’introduire
E:t>0~ ¢(1/2+it) € R, que 'on peut réécrire

E(t) = <€%[1°gr<i5+31)]71_1/4_tz;1/4> X (eig[logr(iz’Jri)]n—it/Zg (; +it>) .

Comme = est réelle, ainsi que le facteur de gauche, il suit que le facteur de droite 1’est aussi.
On le note Z(t). Le facteur de gauche étant toujours strictement négatif, toute annulation de
Z est di & une annulation de Z. En posant

s S L |
19.t'—>\9[logl’(2+4)] 2logr[,

la relation entre Z et { s’écrit Z(t) = e®()g (1/2 4 it).
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B (x)

Graphe de ¢

Le véritable intérét de l'introduction de Z est le fait qu’il est facile de bien 'approcher nu-
mériquement. On peut ainsi aisément trouver les zéros de Z (et donc minorer N(T)) sur un
intervalle [0, T]. En fait, une évaluation de {(1/2 + it) via la formule d’Euler Mac-Laurin se
fait en environ |t| étapes (voir [11]), alors qu’il est possible de le faire en \/]t| via le calcul de
Z. La suite de cette section va donc concerner ces approximations.

Une premiere série de manipulations, présentées par Titchmarsh, amenent & montrer que

Proposition. Vt > 8,

8(t) — 3tlog (57) + 5t + 57 + 37| < 13-

Démonstration. 1l s’agit en fait d’étendre la formule de Stirling a la fonction I'. Tous les détails
techniques sont donnés dans [2]. O

De cette proposition, on tire ¢'(t) ~  log 5, et donc
Proposition. ¢ réalise une bijection de [7,+oo[ sur un intervalle contenant [—7t, +oo[

Venons désormais a l'étude de Z. Fixons t € Ry. Notons N = |(t/27)V2], p =
(t/27)1/2 — N. L'égalité a venir, montrée par Siegel d’aprés des travaux de Riemann, se trouve
démontrée dans [12].

Proposition. Nous avons, pour t > 125 :

t> 4 cos(2m(p? — p—1/16))

N
Z(t) = zngzln’l/z cos(8(t) — tlog(n)) + (~1)N " <27r cos(27tp)

3
o).
Ces approximations étant données, il est désormais possible de détecter les changements
de signes (et donc les zéros) de Z dans un intervalle [0, T] avec une aisance relative. Grace a
ces approximations, voici un premier graphe de Z (superposé aux graphes de 3¢(1/2 + it) et

RC(1/2 + it) pour illustrer le fait que Z s’annule si et seulement si { possede un zéro sur la
droite critique).
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En noir, le graphe de Z, en rouge, le graphe de t — S ({ (3 +it)) et en bleu celui de
t= R (G (3+1it)).

3 Lemme de Turing et points de Gram

Définissons la fonction S(T) = N(T) — @ — 1. Un théoreme de Turing-Littlewood traite
de cette fonction.

Théoreme 14 (Turing-Littlewood). Si 16871 < u < v, alors
%
/ S(t)dt < 0,114log(v) +1,71.
u

Démonstration. La preuve complete est trouvée dans [6]]. L'idée est d’améliorer un résultat de
Littlewood, qui stipule que

Si(t) == /Ot S(x)dx = O(log(t)).

Il s’agit d’exprimer S;(v) — S1(u) en fonction d’intégrales de log ¢ via le théoreme des résidus,

et d’obtenir ' '
0410 oco+1u

(S1(t) — Sa(t)) =R aen log {(s)ds — 8%/1/2+iu log {(s)ds.

Ensuite, il faut naturellement maitriser les log { dans la région d’intégration. En utilisant le
théoreme de Phragmén-Lindeldf, qui permet de controler une fonction L dans une bande
verticale pourvu que la croissance hors de la bande soit elle méme contrdlée (ce qui est simple
dans le cas des fonctions L, en vertu de I'équation fonctionnelle), Turing montre que dans la
bande [1/2,5/4] + i[1687,4+0], on a

1(s)| < 20838972,
Cette estimation p.ermet' d? majore;r le premier .tern}e R flo;’; JZU log {(s)ds. Pour ‘majo—
rer le second, Turing fait intervenir d’autres estimations de { permettant de minorer

R flojzr f:l’u log {(s)ds, notamment en faisant intervenir I' dans 1’expression de ( et en établis-

sant des estimations sur I'. O

Seulement voila, la quantité S(T) n’est pas pratique a calculer, en tout cas pas pour n'im-
porte quel T. Ceci motive I'introduction de points dits de Gram, notés g, définis pour n > —1
comme étant 'unique réel ¢t > 7 vérifiant 9(t) = nm. Autrement dit, gu 1= 0 [y 4o (n77).
Cette définition est bien légitime d’apres la proposition 2| Remarquons alors le miracle qui
se produit 1a : il semblerait que Vn > —1,(—1)"Z(g,) > 0. Cette "loi" est en fait fausse en
général, mais motive la définition de bons points de Gram, qui sont ceux vérifiant cette "loi".
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Tendance de Z a changer de signe avec les g,.

Soit g, un bon point de Gram, g, > 1687. Supposons que l'on dispose d'un k € IN tel que
Sn+k soit aussi un bon point de Gram. On suppose aussi disposer de hy, ..., h, 1, une liste de
termes "correctifs” tels que Vj € [n,n + k], (—=1)/Z(gj + hj) > 0 et (gj + h;); soit strictement
croissante. Sous ces hypotheses, on peut établir le théoréme suivant :

Proposition. Nous avons la majoration suivante :
k
S(gn) <1+ (gnak — &)~ ' [ 0,114 10g(gnsk) + 1,71+ Y Iy | -
j=0

Démonstration. Introduisons deux fonctions

k

L:t— Z(:)jx[gj+hj/8j+1+hj+1[
]:

ainsi que
k
Li:t— ij[g/,gm[‘
j=0
Par définition, nous avons que N(t) > N(g,) + L(t) et que
Ogn)/ T+ L(t) <O(t)/mt < O(gn)/ 7+ L1(t) + 1.

En combinant ces deux inégalités, il vient que
S(gn) < S(t) +1— (L(t) — La(t)).

En intégrant entre g, et g, et en utilisant le théoréme de Turing-Littlewood, nous obtenons
alors (pour un bon point de Gram g, > 168m) :

k-1

S(8n)(8n+k — gn) < 1,71+ 0,11410g(gn+k) + (gn+k — gn) + Z .
j=1

Enfin, une petite remarque simple va justifier I'intérét de la proposition ci-dessus :

Proposition. Si S(g,) < 2, alors N(g,) <n+1.
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Démonstration. Notons E le nombre de zéros de { dans R(g,) situés sur la droite critique.
Comme Z(g_1) < 0 et que chaque zéro de Z est accompagné d'un changement de signe
(proposition , le signe de Z(gy,) vaut (—1)(—1)E (voir [6] p173). Comme g, est un bon point
de Gram, nous avons donc que E + 1 = n[2].

Par ailleurs, notons F la quantité N(g,) — E (le nombre de zéros de { dans R(g,) qui ne
sont pas sur la droite critique). Alors, par l'identité ¢(s) = ¢(1 —s), si p = o + it est un zéro
non trivial hors de la droite critique, 1 — ¢ — it en est aussi un. En conjuguant, 1 — ¢ + it est
alors lui aussi un zéro de {. On a donc une symétrie des zéros de { selon la droite critique, ce
qui assure la parité de F.

Par suite, 5(¢,) = N(gn) —n—1=E+F —n—1 = 0]2]. Ceci conclut. O

Conclusion : Si 'on parvient a déterminer un k € IN et une suite de termes correctifs
(satisfaisant les conditions évoquées) telle que S(g,) < 2, alors on aura N(g,) < n + 1.

4 Conclusion pour {
On se propose de vérifier le théoréme suivant

Théoréme 15. Vs € R(10%) : {(s) = 0 = R(s) = 1.

A Taide d’algorithmes d’évaluation de ¢ et Z ainsi que grace a un algorithme de recherche
d’une liste de couples (gu, h,) (voir les annexes A et D de [12]), on peut dresser le tableau
suivant

n Sn hy n + Iy Z(gn + hn)
2 846 548 034 | 1 000 000 000.723 | 0.000 | 1 000 000 000.723 1.992
2 846 548 035 | 1 000 000 001.056 | 0.000 | 1 000 000 001.056 -0.410
2 846 548 036 | 1 000 000 001.389 | 0.000 | 1 000 000 001.389 0.690
2 846 548 037 | 1 000 000 001.721 | 0.000 | 1 000 000 001.721 -0.599
2 846 548 038 | 1 000 000 002.054 | -0.100 | 1 000 000 001.954 0.153
2 846 548 039 | 1 000 000 002.387 | 0.000 | 1 000 000 002.387 -2.881
2 846 548 040 | 1 000 000 002.719 | 0.000 | 1 000 000 002.719 1.535
2 846 548 041 | 1 000 000 003.052 | -0.100 | 1 000 000 002.952 -0.081
2 846 548 042 | 1 000 000 003.385 | 0.000 | 1 000 000 003.385 7.708
2 846 548 043 | 1 000 000 003.718 | 0.000 | 1 000 000 003.718 -0.940
2 846 548 044 | 1 000 000 004.050 | 0.000 | 1 000 000 004.050 1.017
2 846 548 045 | 1 000 000 004.383 | 0.100 | 1 000 000 004.483 -0.168
2 846 548 046 | 1 000 000 004.716 | -0.100 | 1 000 000 004.616 0.016
2 846 548 047 | 1 000 000 005.048 | 0.000 | 1 000 000 005.048 -1.731
2 846 548 048 | 1 000 000 005.381 | 0.000 | 1 000 000 005.381 2.488
2 846 548 049 | 1 000 000 005.714 | 0.000 | 1 000 000 005.714 -0.739
2 846 548 050 | 1 000 000 006.046 | 0.000 | 1 000 000 006.046 1.419
2 846 548 051 | 1 000 000 006.379 | 0.000 | 1 000 000 006.379 -1.451
2 846 548 052 | 1 000 000 006.712 | 0.000 | 1 000 000 006.712 3.705
2 846 548 053 | 1 000 000 007.045 | 0.000 | 1 000 000 007.045 -1.835

En gras, les termes correctifs associés a des points de Gram ne respectant pas la loi du méme
nom.

On pose m = 2 846 548 034 et k = 19. Les conditions de la proposition 3.1 étant respectées pour
la suite (gu,h,) exhibée précédemment, on peut l'appliquer. On obtient alors la majoration
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suivante

S(gm) < 1+ (gurk — gn) " (0114In(gy44) + 171 02)
< 1.613
< 2.

Comme expliqué plus tot dans ce papier, on a donc

N(gm) < m+1 =2 846 548 035.

L’algorithme de recherche de zéros de Z assurant I’existence d’autant de zéros dans l'intervalle
[0,10° + 0.7] ainsi que I'existence de 3 zéros dans l'intervalle |10%,10° 4 0.7], nous pouvons
déduire que les 2 846 548 032 zéros de { dans la région R(10°) sont situés sur la droite critique
et sont des zéros simples.

En particulier, le théoréme énoncé précédemment est vérifié.
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